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Ïðåäèñëîâèå

Îñíîâó ïîñîáèÿ ñîñòàâëÿþò ëåêöèè íà÷èòàííûå àâòîðîì â ÌÔÒÈ äëÿ ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ
êóðñîâ è àñïèðàíòîâ. Öåëü ïîñîáèÿ äàòü ïîäðîáíûå è ñèñòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ ïî ñîâðåìåí-
íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íàó÷èòü ìîëîäûì èññëåäîâàòåëÿì ïðàêòè÷åñêèì íàâûêàì ðàáîòû
ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè1 è ìàòåìàòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè2 è ãëàâíûì îáðàçîì ïîç-
âîëèòü ôèçèêó-òåîðåòèêó ñìîòðåòü íà êâàíòîâóþ è êëàññè÷åñêèå òåîðèè åäèíûì îáðàçîì.
Ïîñëåäíÿÿ öåëü â ïîñîáèè çàíèìàåò öåíòðàëüíîå ìåñòî: óæå ñ ñàìîãî íà÷àëà ìû ïîëüçóåìñÿ
íîâåéøèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êâàíòîâîé òåîðèè3. Ïðè ñîñòàâëåíèè ïîñîáèÿ áîëüøîå ìåñòî
óäåëÿëîñü ðàçëè÷íûì âîïðîñîì è çàäà÷àì êîòîðûå ðàçáèðàëèñü íà ëåêöèÿõ è ñåìèíàðàõ.
Ïðè âñåì èçëîæåíèè êíèãè àâòîðû ñòðåìèëèñü îïèñàòü "òå ÷àñòíûå ñëó÷àå, êîòîðûå ñî-
äåðæàò âñå çàðîäûøè îáùíîñòè"4 êâàíòîâîé òåîðèè. Ïåðâóþ ÷àñòü êíèãè, à èìåííî ãëàâû
I − III íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè/âñòóïëåíèåì ê îñíîâíîé ÷àñòè êíèãè íà÷è-
íàÿ îò ãëàâû IV . Ïðè íàïèñàíèè ïîñîáèÿ àâòîðû ñòðåìèëèñü ñäåëàòü ôèçè÷åñêèå ïîíÿòèÿ
è ñâÿçàííûå ñ íèìè òåðìèíîëîãèþ ïîíÿòíûìè è åñòåñòâåííûìè. Â êàêîé ìåðå ýòî óäàëîñü,
ñóäèòü ÷èòàòåëþ.

Ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ê êâàíòîâîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ òðàäèöèîííî â ïðåäåëå
~� S. Ïî ìåðå ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé òåîðèè, ôèçèêè-èññëåäîâàòåëè âñå ÷àùå è ÷àùå âîçâðà-
ùàëèñü ê êëàññè÷åñêîé, äîñòðîåííîé òåîðèè ïûòàÿñü íàéòè â íåé èíôîðìàöèþ êîòîðàÿ áû
ïîìîãëà ëó÷øå ïîíÿòü çàêîíû êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ìîéàë Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ïîïûòêè
íåâåðîÿòíî îáîãàòèëè êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó ìåõàíèêè è â ðÿäå ìåñò ïðèâåëè ê ñóùå-
ñòâåííî èíîìó âçãëÿäó íà âåùè.

Õîòÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñòàëà ÿñíûì, ÷òî êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ îïè-
ñûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè, ïîëíàÿ çíà÷èìîñòü ýòîãî ôàêòà ïðèâëåêëî ñåðüåçíîå
âíèìàíèå ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî.

Ïîäðîáíåå:

1 ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü(ñ ïðèìåðàìè, òåðìîäèíàìè÷åñêèé àíñàìáëü, êâàíòîâûé àí-
ñàìáëü, ìèêðîêàíîíè÷åñêèé, êàíîíè÷åñêèé, Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé)

2 ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà, Ãðèíøòåéí, Çàéîíòö, îñíîâàíèå ñîâðåìåííîé êâ. ìåõàèíèêè

3 êàíîíè÷åñêèå è ñèìïëåêòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ(ïðèìåðû)

4 ñïîñîáû êâàíòîâàíèÿ(æåëàòåëüíî ïåðå÷èñëèòü, óêàçàòü ñâÿçè ìåæäó íèìè)

5 ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ñ óêàçàíèåì íà òå êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
â êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè (Copenhagen interpretation,Many-worlds interpretation,
Ensemble Interpretation or Statistical Interpretation )

6 êâàíòîâàÿ äåêîãåðåíòíîñòü è ýôôåêò Çåíîíà êàê èëëþñòðàöèÿ âëèÿíèÿ èçìåðåíèé â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå íà ýâîëþöèþ ñèñòåìû (ñì. ñòð. 158 ìåòîäè÷êè, ñ ïðèìåðàìè, íàïðèìåð
ñèñòåìà èç äâóõ êóáèòîâ â òåðìè÷åñêîé âàííå)

7 Ýðãîäè÷íîñòü è Ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ñòàòèñòèêàõ, ñâÿçü ñ
óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ

8 íåâîçìîæíîñòü êëîíèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

1îïåðàòîðû, áàçèñû, ïðåäñòàâëåíèÿ, ìàòðèöû, ãðóïïîèäû ò.ä.
2ðàçëè÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòàìè, àáñòðàêòíûå àëãåáðû ò.ä.
3Îòêðûòûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäñòàâëåíèÿ Âèãíåðà-Âåéëÿ è òîììîãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êâàí-

òîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé
4Öèòèðîâàíî èç êíèãè Ë. Áèäåíõàðíà è Äæ. Ëàóê
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1 Ãëàâà I. Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû âêðàòöå èçëîæèì îñíîâíûå ìîìåíòû êëàññè÷åñêîé (êâàíòîâîé) è êëàññè÷å-
ñêîé (êâàíòîâîé) ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèê. Ðàçäåëåíèå ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì
íà êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå íîñèò ëèøü óñëîâíûé, à òî÷íåå äàæå èñòîðè÷åñêèé õàðàêòåð.
Ðåàëüíûå ñèñòåìû, êîíå÷íî íå ðàçëè÷àþò ñâîè ïîâåäåíèÿ íà êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå. Âàæ-
íî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ðàçâèòîé êàê â òîé òàê è â äðóãîé òåîðèè
íè ÷óòü íå òåðÿþò ñâîþ ïðàâîòó. Òàê ïî÷åìó æå â òå÷åíèè ìíîãèõ ëåò ôèçèêè ïðîäîëæàþò
òàêóþ òðàäèöèþ îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ îïèñàíèé ìèðà?

1.1 Êëàññè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ s ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â îòñóòñòâèè ôëóêòóàöèé ò.å. íå ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèÿ îêðóæàþùóþ åå ñðåäó. Òîãäà, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ ïîëîæåíèåì
ñèñòåìû íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Ω åå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1, q2, . . . , qs è îáîáùåííûõ
èìïóëüñîâ p1, p2, . . . , ps. Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå (ñì. êàðòèíó 1) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ñî-
ñòîÿíèå ñèñòåìû îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëîæåíèåì P (q, p) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè G â 2s-ìåðíîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè èëè ïåðåõîäàì èç çàäàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîé ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäâèæåíèå òî÷êè G(q, p) âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé
êîòîðóþ ìîæíî íàçûâàòü òðàåêòîðèåé èëè êîíôèãóðàöèåé ñèñòåìû íà ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â òî÷êå Γ(p(t), q(t)) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t, ìîæíî òîãäà îïèñàòü
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

%(q, p, t) = δ(p− p(t))δ(q − q(t)) (1.1.1)

Ôîðìà (1.1.1) ïîëîæèòåëüíà îïðåäåëåíà âñþäó íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè è èíòåãðàë îò íåå
âçÿòûé ïî âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè ðàâåí åäèíèöå

1 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
%(q, p, t)dqdp (1.1.2)

Áåðÿ ÷àñòíîå ïðîèçâîäíîå ïî âðåìåíè ïî ôîðìå (1.1.1) ìîæåì ñîñòàâèòü óðàâíåíèå

∂%

∂t
+ q̇(t)δ′(q − q(t))δ(p− p(t)) + ṗ(t)δ′(p− p(t))δ(q − q(t)) = 0 (1.1.3)

Çàìåíèâ ïðîèçâîäíûå îò äåëüòà-ôóíêöèé ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî p è ïî q ñîîòâåòñòâåí-
íî, óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ïåðåïèøåòñÿ â îáùåì âèäå

∂%

∂t
+ q̇(t)

∂%

∂q
+ ṗ(t)

∂%

∂p
= 0 (1.1.4)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå
∂%

∂t
+ q̇(t)

∂%

∂q
= 0 (1.1.5)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ v
ïîä äåéñòâèåì ïîëå ñèë ñ ïëîòíîñòüþ grad%

∂%

∂t
+ vgrad% = 0 (1.1.6)

Ýâîëþöèÿ ñèñòåìû çàäàåòñÿ êëàññè÷åñêèìè çàêîíàìè äâèæåíèÿ Íüþòîíà çàïèñàííóþ
ëèáî â âèäå
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q̈(t) = F(q, q̇, t) (1.1.7)

ëèáî â ôîðìå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà
q̇µ(t) =

∂H

∂pµ

ṗν(t) = −∂H
∂qν

(1.1.8)

ãäå F(q, q̇, t) ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà ñèñòåìó, H ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ñè-
ñòåìû5.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íüþòîíà â ôîðìå (2.01) èëè (2.02) ò.å. çàêîíû äâèæåíèÿ òî÷êè íà
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èìåþò âèä {

q(t) = fq(q0, p0, t)
p(t) = fp(q0, p0, t)

(1.1.9)

è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

%(q, p, t) = δ(p− fp(q0, p0, t))δ(q − fq(q0, p0, t) (1.1.10)

Ïîäñòàâèâ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå Ãàìèëüòîíà â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè,
ïîëó÷èì

∂%

∂t
+ {H%} = 0 (1.1.11)

ãäå ñêîáêàìè îáîçíà÷åíû ñêîáêè Ïóàññîíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé Ãàìèëü-
òîíà

{H%} =
s∑

µ=1

∂(H, %)

∂(pµ, qµ)
=

s∑
µ=1

(
∂H

∂pµ

∂%

∂qµ
− ∂H

∂qµ

∂%

∂pµ

)
(1.1.12)

Óðàâíåíèå (1.1.11) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè äâè-
æåíèè ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâàìè, åå çíà÷åíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû íà ôàçîâîé ïëîñêî-
ñòè ñîõðàíÿþòñÿ â òå÷åíèè âñåé ýâîëþöèè ñèñòåìû. Êàê èçâåñòíî, òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ
èíòåãðàëàìû äâèæåíèÿ.

Èòàê, â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t çàäàåòñÿ
2s-ìåðíûì âåêòîðîì

Q(t) =



p1(t)
...

ps(t)
q1(t)
...

qs(t)


Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå (ýâîëþöèþ ñèñòåìû â ôà-
çîâîì ïðîñòðàíñòâå) ìîæíî, òîãäà ïðåäñòàâèòü êàê êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

Q(t+ τ) = K(Q(t), τ) (1.1.13)

5Â ñëó÷àå äåéñòâèÿ òîëüêî ïîòåíöèàëüíûõ ñèë íà ñèñòåìó, ôóíêöèþ F ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàäè-
åíòà −∇qU(q)
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ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèå S(q(t), q(t + τ)) ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæíû ñîõðàíèòü ôàçîâûé îáúåì è ñêîáêè Ïóàññîíà∫

dΓ = 1 (1.1.14)

è
{pµqν}t = {pµqν}t+τ = δµν (1.1.15)

Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå Λ̂(t, τ) ëèíåéíî, åãî íàçûâàþò ñèìïëåêòè÷åñêîé. Íàïðèìåð â ñëó÷àå
ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, ýâîëþöèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèåì(

p(t)
q(t)

)
=

(
1 0
t 1

)(
p0

q0

)
(1.1.16)

ò.å. ýâîëþöèþ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ âäîëü îñè z ñîîòâåòñòâóåò ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà

Λ̂free(t) =

 1 0

t 1

 (1.1.17)

à â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ω ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

Λ̂osc(t) =

 cosωt sinωt

− sinωt cosωt

 (1.1.18)

Ðåàëüíûå ñèñòåìû âñåãäà îêðóæåíû íåêîòîðîé ñðåäîé, ÷òî íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê ïîÿâ-
ëåíèþ ôëóêòóàöèé6 (øóìîâ) â ñèñòåìå. Îïèñàíèå òàêèõ ñèñòåì òîãäà ñòàíîâèòñÿ çàäà÷åé
êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðè ýòîì â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè-
êå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ %(p, q, t) èìåþùåé
ñìûñë âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â åäèíè÷íîì ôàçîâîì
îáúåìå. Òîãäà, âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèå ñèñòåìû â ýëåìåíòàðíîé ôàçîâîé ÿ÷åéêå dqdp äàåò-
ñÿ âûðàæåíèåì,

dΓp,q = %(q1, p1, . . . , qs, ps, t)dq1dp1 · . . . · dqsdps (1.1.19)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (1.1.8) âûòåêàþò ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà:

1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû íåîòðèöàòåëüíà âñþäó íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

%(q, p) ≥ 0 (1.1.20)

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ äàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè

%(qµ) =

∫ +∞

−∞
%(q, p)

dΓ

dqµ
, %(pν) =

∫ +∞

−∞
%(q, p)

dΓ

dpν
(1.1.21)

2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó

1 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
%(q, p, t)dqdp (1.1.22)

6Íàïðèìåð òåìïåðàòóðíûå ôëóêòóàöèè èëè àêóñòè÷åñêèå øóìû
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Îïèñàíèå ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìîæíî òàêæå çàäàòü ïîñðåäñòâîì ôóíêöèè
Ëàãðàíæà L(q, q̇, t) ââîäÿ ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ S ñèñòåìû

S{q} =

∫ t2

t2

L(q, q̇, t)dt (1.1.23)(1.1.24)

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî "èñòèííûì òðàåêòîðèÿì"ñèñòåìû äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü.

V ar(S{q}) = 0 (1.1.25)

Äåéñòâèå S ìîæåò áûòü ïîëó÷åíèå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè

∂S(qi, t)

∂t
+H

(
∂S

∂qi
, qi

)
= 0 (1.1.26)

êàê ôóíêöèÿ îò ôàçîâîé êîíôèãóðàöèè q1(t), q2(t), . . . , qs(t) ðåàëèçóþùàÿ äâèæåíèå ïî
ïðèíöèïó ìèíèìàëüíîãî äåéñòâèÿ (1.0.12) âðåìåíè t.

Â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ

∂S

∂t
+

1

2m

(
∂S

∂x

)2

= 0 (1.1.27)

Òàêèì îáðàçîì êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ëþáîé ñèñòåìû ïîëíîñòüþ äàåòñÿ íåîòðèöàòåëü-
íîé, êâàäðèðóåìîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Êëàññè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïî ýòîé ïðè-
÷èíå ìîæíî âîîáùå îòîæäåñòâëÿòü ñ ôóíêöèåé %(q, p). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ
èç èìåþùèõñÿ ïîä íàøèì ðàñïîðÿæåíèåì ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ìû ìîæåì ñî-
ñòàâèòü òîëüêî îäíó ðàçìåðíóþ âåëè÷èíó èç êîìáèíàöèè [q][p]. Â ñèëû ôóíäàìåíòàëüíîãî
çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ êàê â êëàññè÷åñêîé òàê è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ââåäåì ìàñøòàáíóþ
ïåðåìåííóþ s ðàçìåðíîñòè äåéñòâèÿ

s = [S] (1.1.28)

Äåéñòâèå èìååò ðàçìåðíîñòü åäèíèöû äëèíû íà åäèíèöó èìïóëüñà ò.å. èìååò ðàçìåðíîñòü
ìîìåíòà èìïóëüñà

[s] = [q][p] (1.1.29)

Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîå ê ðàçìåðíîñòè äåé-
ñòâèÿ

[%] =
1

[s]
(1.1.30)

Ñìûñë ìàñøòàáíîé ïåðåìåííîé s íà ñàìîì äåëå íàìíîãî ãëóáæå, ÷åì åå ôîðìàëüíîå îïðå-
äåëåíèå ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ðîëü âåëè÷èíû s èãðàåò ïîñòîÿííàÿ
Ïëíàêà ~ íå èìåþùåé êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëåíèå íîâîãî ìàñøòàáà,
îçíà÷àåò ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ê êâàíòîâîìó. Èññëåäóåì
ïî-ïîäðîáíåå çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò èçìåíåíèþ ìàñøòàáà äåéñòâèÿ.

Ââåäåì ÿâíî ìàñøòàáíóþ ïåðåìåííóþ s â ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

%(q, p, t)→ %(q, p, t, s) (1.1.31)

è ïîñìîòðèì êàê âåäåò ñåáÿ %(q, p) ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íîâóþ ôóíê-
öèþ

w(p, q, s) = s · %(p, q, s) (1.1.32)
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è ïåðåïèøåì óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè â âèäå

1 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
w(p, q, s) · dqdp

s
(1.1.33)

ÿâíî âûäåëèâ ïàðàìåòð ìàñøòàáíîñòè s.
Åñëè ìû òåïåðü ñîâåðøèì ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ò.å.

q → λq
p→ λp
s→ λ2s

(1.1.34)

ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ w(p, q, s) = s · f(p, q, s) èíâà-
ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â ñàìîì äåëå, èç ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

w(p, q, s) = w(λp, λq, λ2s) (1.1.35)

Ñàìà æå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé −2-îãî
ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ ê ìàñøòàáíîé ïåðåìåííîé λ.

%(λp, λq, λ2s) =
1

λ2
%(p, q, s) (1.1.36)
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1.2 Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ

Ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïðåäåëÿþòñÿ êîìïëåêñíûì âåêòîð-
ñîñòîÿíèåì |ψ〉. Èç-çà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, êâàäðàò ìîäóëÿ òàêèõ âåêòîðîâ äîë-
æåí áûòü íîðìèðîâàí,

||ψ||2 = |〈ψ|ψ〉| <∞ (1.2.1)

ïîýòîìó âåêòîð |ψ〉 è c|ψ〉, ãäå c ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îïèñûâàþò îäíî è òî æå êâàíòîâîå
ñîñòîÿíèå7.

Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëÿþòñÿ íå
òî÷êîé à öåëûì ëó÷îì â àáñòðàêòíîé (â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîì) ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H. Íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ñèñòåìû S èçìåðèìûå íà îïûòå àññîöèèðóþòñÿ ñ
ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè Ω̂ äåéñòâóþùèìè íàä ïðîñòðàíñòâîì H.

Äàííîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèåé äðóãèõ êâàíòîâûõ ñîñòî-
ÿíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà íàõîäÿñü â ñîñòîÿíèè |ψ〉 îäíîâðåìåííî íàõîäèòñÿ òàêæå â
ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ |1〉, |2〉, . . . , |i〉, . . .. Ýòî óòâåðæäåíèå îäíî èç ñàìûõ êëþ÷åâûõ ãèïî-
òåç êâàíòîâîé ìåõàíèêè, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèå (the collapse of the wave function)
âåêòîð-ñîñòîÿíèÿ

|ψ〉 =
∑
i

ψi|i〉 (1.2.2)

Ïðî ðàçëîæåíèå (1.2.2) ãîâîðÿò êàê î êîãåðåíòíîé ñóïåðïîçèöèè ñòàáèëüíûõ êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé |i〉.

Èçìåðåíèå A ñâÿçàííîå ñ ñîáñòâåííûì áàçèñîì íàáëþäàåìîé A ðàçðóøàåò ñîñòîÿíèÿ |ψ〉
çàìåíèâ åãî îäíèì èç ñîñòîÿíèé |i〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ (ñ äîñòîâåðíîñòüþ) |ψi|2. Òàêèì îáðàçîì
ïðîöåññ èçìåðåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ íåäåòåðìèíèñòè÷åñêèì ñòîõàñòè÷åñêèì
ïðîöåññîì8 â îòëè÷èè îò äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî ïðîöåññà èçìåðåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíè-
êè çàäàâàåìîãî óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ Íüþòîíà. Åñëè æå ìû â ðåçóëüòàòå íàøåãî îïûòà
õîòèì îáíàðóæèòü "áîëåå îáùåå"ñîñòîÿíèå |φ〉, ñèñòåìà ìîæåò "ñêà÷êîì"ïåðåéòè â ýòî ñî-
ñòîÿíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ |〈ψ|φ〉|2. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ â ïðîöåññå
êîëëàïñà èëè ðåäóêöèè ñîñòîÿíèÿ(âîëíîâîé ôóíêöèè) |ψ〉 èíîãäà íàçûâàþò Áîðíîâñêèìè â
÷åñòü Ìàêñà Áîðíà(1882�1970) êîòîðûé ïåðâûé ïðåäëîæèë âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ψi. Ìåõàíèçì êâàíòîâîãî êîëëàïñà äî ñèõ ïî íå ïîíÿò äî êîíöà.

Êîëëàïñ âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ëèøü ôîðìàëüíûì íàçâàíèåì âíóòðåííåãî ãëóáîêî-
ãî ìåõàíèçìà äåêîãåðåíöèè ëåæàùåì â îñíîâå "âíåçàïíîãî ðåçêîãî ñêà÷êà ñèñòåìû â îäíî èç
ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé èçìåðÿåìîé íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû. Ñîâðåìåííîå ôèçè÷åñêîå îáú-
ÿñíåíèå ýòîãî ïðîöåññà îñíîâàíà íà âçàèìîäåéñòâèè êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ îêðóæàþùåé ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé ñðåäîé ñ îãðîìíûì êîëè÷åñòâîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Òàêèå êâàíòîâûå ñèñòåìû
ïðèíÿòî ñåé÷àñ íàçûâàòü îòêðûòûìè.

Õîòÿ â ïðèíöèïå, ëþáîå ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü çàäàíî íåêèì àáñòðàêòíûì
êýò âåêòîðîì |α〉, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò èìåòü òàêæå âïîëíå ÿñíûé ôèçè÷åñêèé
ñìûñë. Òàêîâû, íàïðèìåð ñîñòîÿíèÿ |x〉 èëè |p〉 ÷àñòèöû ëîêàëèçîâàííîé â òî÷êå x èëè
èìåþùèé îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå èìïóëüñà p.

7Íå âñå ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìîæíî îïèñàòü Ãèëüáåðòîâûì âåêòîðàìè. Â ñàìîì äåëå, åñëè ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà S ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé áîëåå áîëüøîé ñèñòåìû Σ ñ íàëè÷èåì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
åå ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè, îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ-ñîñòîÿíèé íåâîçìîæíî ïîñêîëüêó â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè òàêèå âåêòîðà îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â öåëîì è íå ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê êàêîé-íèáóäü
îäíîé èç åå ïîäñèñòåì. Òåì íå ìåíåå, ìû íà÷èíàåì èçëîæåíèå îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñ
ýòîãî íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ èìåÿ â ââèäó äàëüíåéøåå îáîáùåíèå íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè è òàê æå ñ öåëþ
äåìîíñòðèðîâàòü êîíöåïòóàëüíîå ïðåèìóùåñòâî ñïîñîáà êâàíòîâàíèÿ ÷åðåç òîìîãðàôè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ
èçëàãàåìûé â ðàçäåëå

8Ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå?
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Ïðè ïîâòîðíîì îñóùåñòâëåíèè êîìïëåêñà óñëîâèé èëè ïðîâåäåíèè ñåðèé îïûòîâ
S1,S2, . . .Sp, . . . íàä ñèñòåìîé S ïîäãîòîâëåííîé â ñîñòîÿíèè |ψ〉 ñ öåëþ èçìåðåíèÿ íàáëþäà-

åìîé Â 9 ìû áóäåì ïîëó÷àòü íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé A1, A2, . . . , Ap, . . .. Êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà ïîñòóëèðóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå èëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàáëþäàåìîé A
äàåòñÿ ôîðìóëîé

〈A〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 (1.2.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòîâ, íåîáõîäèìî çíàòü
êàê ñâÿçàòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèåì |ψ〉 è èçìåðèìóþ âåëè÷èíó A ñ
ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì Â.

Åñëè íàéäåí ïîëíûé íàáîð N íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé) Ωi ïðåä-
ñòàâëÿåìûõ íàáîðîì îïåðàòîðîâ Ω̂k, òî ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð Â ìîæåò áûòü ëèíåéíî ðàç-
ëîæåí ïî áàçèñó ýòèõ îïåðàòîðîâ

Â =
N∑
k

ckΩ̂k (1.2.4)

ãäå ck êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû.
Âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâîé ñèñòåìû S ñ îêðóæàþùåé ñèñòåìîé ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå

ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé ïîòåðè êîãåðåíòíîñòè ê êâàíòîâûì êîððåëÿöèÿì. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî
òàêæå íàçûâàòü ñìåøèâàíèåì ñîñòîÿíèé (mixing of states) ïîñêîëüêó â åãî ðåçóëüòàòå ÷èñòûå
ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ñìåøàííûìè à óæå ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ "ñìåøèâàþòñÿ"åùå áîëüøå
ò.å. îòêëîíåíèå ïàðàìåòðà ÷èñòîòû îò åäèíèöû âîçðàñòàåò.

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè êåò è áðà âåêòîðîâ â êàêîì íèáóäü êîíêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè α (íà-
ïðèìåð â êîîðäèíàòíîì, èìïóëüñíîì, òîìîãðàôè÷åñêîì è ò.ä.) êâàíòîâûå ñîñòîÿíèå |ψ〉 îïè-
ñûâàþòñÿ îáû÷íûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå îäíàêî ìîãóò èìåòü è áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.
Ïðè ýòîì, êàê èçâåñòíî, ìû ìîæåì òðàêòîâàòü âåêòîð-ñòîëáåö ψ(ïî àíãëèéñêèé column
matrices èëè column vectors) êàê ìàòðèöó n× 1.10

|ψ〉 .=

 ψ1

ψ2
...

 , ψi = 〈αi|ψ〉 (1.2.5)

Êîìïëåêñíî-òðàíñïîíèðîâàííûé11 (ïî àíãëèéñêèé conjugate-transpose) âåêòîð-ñòîëáåö
ìîæåò áûòü òîãäà òðàêòîâàí êàê âåêòîð-ñòðîêà (ïî àíãëèéñêèé row matrix èëè row vector)
ϕ ò.å. ìàòðèöà 1× n èìååò ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå

|ϕ〉† = 〈ϕ| .=
(
ϕ∗1 ϕ∗2 . . .

)
, ϕ∗i = 〈ϕ|αi〉 (1.2.6)

Àëãåáðû ýòèõ âåêòîðîâ-ñîñòîÿíèÿ èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü íå òîëüêî äëÿ êîíêðåòíûõ âû-
÷èñëåíèÿõ â êâàíòîìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íî ñëóæàò ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëîì äëÿ ïîñòðîå-

9èëè íàáîðà íàáëþäàåìûõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí ñâîèì ýðìèòîâûì îïåðàòîðîì
10Ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå òàêèì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíî âûáîðó îïðåäåëåííîãî àá-

ñòðàêòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Åâêëèäîâûå, Ãèëüáåðòîâûå, Áàíàõîâûå ò.ä.) èëè óíèâåðñàëü-
íîé àëãåáðû â êîòîðûõ ìû õîòèì ïðåäñòàâèòü ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé êâàíòîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî
âûáîð òîãî èëè èíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü âîïðîñ îïðåäåëÿåìûé ñàìîé ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé è íà ñïðàâåä-
ëèâîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âëèÿòü íå äîëæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âíóòðè ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñòðóêòóð è ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóåò øèðîêàÿ èåðàðõèÿ ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåäàòü ôèçè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì òó
èëè èíóþ îáùíîñòü è ñòðîãîñòü.

11Îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî-òðàíñïîíèðîâàíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå íàçûâàþò òàêæå ýðìèòîâûì ñîïðÿæå-

íèåì
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íèÿ âñåé òåîðèè âîîáùå12. Âàæíåéøèìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè â òåîðèè èãðàåò óìíî-
æåíèÿ è ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ-ñîñòîÿíèé. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü êàê îáû÷íîå òî-
÷å÷íîå óìíîæåíèå õîðîøî èçâåñòíîå íàì èç òåîðèè ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, òàê
è äðóãèå âèäû óìíîæåíèé òàêèå êàê òåíçîðíîå, âåêòîðíîå, çâåçäî÷íîå è ò.ä.

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå (ïî àíãëèéñêèé outer product) êåò âåêòîðà |ψ〉 ñ áðà âåêòîðîì 〈ϕ|
îïðåäåëÿåò êâàíòîìåõàíè÷åñêèé îïåðàòîð ïåðâîãî ðàíãà

Q̂1 = |ψ〉〈ϕ| (1.2.7)

Äåéñòâèå ýòîãî îïåðàòîðà íà ïðîèçâîëüíûé êåò |φ〉

Q̂1|φ〉 = 〈ϕ|φ〉 · |ψ〉 (1.2.8)

Ýòîò îïåðàòîð øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ âèäà
|ψ〉〈ψ| ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ïðîåöèðîâàòü êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ |φ〉 íà ëó÷ ïîðîæäàåìûé âåê-
òîðîì |ψ〉 ñ ïðîåêöèåé 〈ψ|φ〉. Ïóñòü íàïðèìåð, ýêñïåðèìåíòàòîð æåëàåò èçìåðèòü íåêîòîðîå
ñîñòîÿíèå |φ〉 ñèñòåìû áóäó÷è èìåþùèì ïîä ñâîèì ðàñïîëîæåíèåì èçíà÷àëüíî èçãîòîâëåííîå
ñîñòîÿíèå |ψ〉. Èíûìè ñëîâàìè, ó÷åíûé ñòàâèâ ðÿä îïûòîâ íàä ñèñòåìîé S æåëàåò äîáèòüñÿ
ïåðåõîäó èç ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 â íîâîå ñîñòîÿíèå |φ〉. Â äàííîì ñëó÷àå ïðåäìåòîì èçìåðåíèå èëè
íàáëþäàåìîå ÿâëÿåòñÿ ñàìî ñîñòîÿíèå |φ〉. Íî åäèíñòâåííûé îïåðàòîð êîòîðûé ìîæåò áûòü
ñêîíñòðóèðîâàí èç âåêòîðà |φ〉 åñòü ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð

Π̂φ = |φ〉〈φ| (1.2.9)

Òîãäà, îæèäàíèå ïîÿâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ |φ〉 â õîäå îïûòà, ñîãëàñíî ïîñòóëàòó êâàíòîâîé
ìåõàíèêè ïðåäñòàâèòñÿ ôîðìóëîé

〈ψ|Π̂φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉〈φ|ψ〉 = |〈ψ|φ〉|2 (1.2.10)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ |φ〉 â ñîñòîÿíèå |ψ〉.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð ñëåäà, îòîáðàæàþùåé îïåðàòîð Â â ñóììó äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ (ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé)

TrÂ =
∑
αk

〈αk|Â|αk〉 =
∑
k

λk (1.2.11)

Ïîä çíàêîì ñëåäà ìîæíî ïðîèçâåñòè ïåðåñòàíîâêó ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ

Tr(ÂB̂Ĉ . . . Ẑ) = Tr(B̂ÂĈ . . . Ẑ) = . . . = Tr(B̂Ĉ . . . ẐÂ) (1.2.12)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè Û óíèòàðíûé îïåðàòîð, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âàæíîå ñîîòíîøåíèå

Tr(ÛÂÛ †) = TrÂ (1.2.13)

÷òî ïîïóòíî äîêàçûâàåò èíâàðèàíòíîñòü ñëåäà îïåðàòîðà îò âûáîðà áàçèñà. Èìååòñÿ ñâÿçü
ìåæäó ñëåäîì è äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû îïåðàòîðà Â âûðàæàåìàÿ ðàâåíñòâîì

det eÂ = eTrÂ (1.2.14)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäà îïåðàòîðà êàê ñóììó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñ
ïîìîùüþ îïåðàòîðà T̂ r ìîæíî âûðàçèòü âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé ÷åðåç
èõ âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå

12Â ñîâðåìåííîé àëãåáðå òàêèå òðàäèöèîííûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû êàê ãðóïïû è êîëüöà çàìåíÿþòñÿ
áîëåå îáùèìè ïîíÿòèÿìè óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð
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Tr|ψ〉〈φ| = 〈φ|ψ〉 (1.2.15)

Â ñëó÷àå ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, âíåøíåå
ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì. Ýòî íàçâàíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ìàòðèö ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òåíçîðû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ðàññìîòðèì íàïðèìåð
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

(
1 0

)
⊗
(

1
0

)
=

(
1 0
0 0

)
(1.2.16)

ìåæäó âåêòîðîì "íîñ íà ïðàâà"è âåêòîðîì "íîñ íàëåâî". Ïîñêîëüêó òàêàÿ îïåðàöèÿ ñîîò-
âåòñòâóåò ïðîñòî âíåøíåìó ïðîèçâåäåíèþ áðà íà êåò, ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó êàê ìàòðè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà.

Ïðè âíåøíåì óìíîæåíèè æå äâóõ âåêòîðîâ "íîñ íà ïðàâà"

(
1
0

)
⊗
(

1
0

)
=


1 ·
(

1
0

)

0 ·
(

1
0

)
 =


1
0
0
0

 (1.2.17)

ìû ïîëó÷èì ñíîâà âåêòîð, ñ ðàçìåðíîñòüþ 2× 2 = 4. Îïåðàòîð Q̂1 òåïåðü çàïèøåòñÿ â âèäå
ìàòðèöû 2× 2

Q̂1 =

(
ψ1ϕ

∗
1 ψ1ϕ

∗
2

ψ∗1ϕ
∗
1 ψ2ϕ

∗
2

)
(1.2.18)

Òåíçîðíîå óìíîæåíèå ñîñòîÿíèé-âåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå îáùèé âèä áèëè-
íåéíûõ îïåðàöèé. Â ýòîì êîíòåêñòå, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ, óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, è äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè âûãëÿäèò òàê

X̂ ⊗ Ŷ =

(
x11 x12

x21 x22

)
⊗
(
y11 y12

y21 y22

)
=


x11

(
y11 y12

y21 y22

)
x12

(
y11 y12

y21 y22

)

x21

(
y11 y12

y21 y22

)
x22

(
y11 y12

y21 y22

)
 (1.2.19)

superoperators Íàðÿäó ñ îïåðàöèåé ïåðåìíîæåíèÿ íåìàëî âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé ìå-
õàíèêå èãðàåò îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì, â ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé òåîðèè ýòà îïåðàöèÿ
ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå ñëîâà êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ îòîáðàæàþùåé ïàðó ïî-
ëåé, àëãåáð, ïðîñòðàíñòâ è ò.ä. â ñóììó ýòèõ ïàð. Ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ìàòðèö
îïðåäåëÿåòñÿ êàê áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

Â1 ⊕ Â2 ⊕ . . .⊕ Âs = Diag(Â1, Â2, . . . , Âs) =


Â1 0 0 0

0 Â2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Âs

 (1.2.20)

Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñëîæíîé ñèñòåìû èç íåñêîëüêèõ (èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) ÷àñòèö
(ïîäñèñòåì) ïðèíàäëåæàò íîâîìó Ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàíñòâó îáðàçîâàííóþ èç Ãèëüáåðòî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ îòäåëüíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû ïóòåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñîñòàâëåíèÿ
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ïðÿìûõ ñóìì. Îïåðàöèÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõ Ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûëà
ôîðìàëèçîâàíà Ôîêîì (1898�1974).

H =
∞⊕
ν=0

Ŝ

(
Hi

∞⊗
i,j

Hj

)
(1.2.21)

Ñòîÿùèé çäåñü îïåðàòîð Ŝ ñèììåòðèçóåò èëè àíòèñèììåòðèçåóò ñóììû ïðîèçâåäåíèé â
çàâèñèìîñòè îò ñòàòèñòèêè ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó ÷àñòèö.

Òî÷å÷íîå èëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êåò-áðà âåêòîðîâ-ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì
îáðàçîì

〈ϕ|ψ〉 =
(
ϕ∗1 ϕ∗2 . . .

)
·


ψ1

ψ2
...
ψn

 =
n∑
i

ϕ∗iψi (1.2.22)

÷òîáû êâàäðàò ìîäóëÿ êåò è áðà (ò.å. íîðìà) áûëè âåùåñòâåííûìè

||ψ||2 =
(
ψ∗1 ψ∗2 . . .

)
·


ψ1

ψ2
...
ψn

 =
n∑
i

|ψi|2 (1.2.23)

Òî÷å÷íîå èëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåãî âíóòðåííåãî
ïðîèçâåäåíèÿ (ïî àíãëèéñêèé inner product) âåêòîðîâ. Âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàñ-
ïðîñòðàíèòü íàä îïåðàòîðàìè îïðåäåëèâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó äâóìÿ îïåðàòîðàìè
ôîðìóëîé

〈Â|B̂〉 = Tr[Â†B̂] (1.2.24)

Îïðåäåëåíèå (1.2.7) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìåæäó êâàä-
ðàòíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n è âåêòîðàìè ïîðÿäêà n2. Â ñàìîì äåëå,ïðîèçâîëüíóþ n × n
ìàòðèöó

M̂(n⊗ n) =


m11 m12 . . . m1n

m21 m22 . . . m2n

. . . . . . . . . . . .
mn1 mn2 . . . mnn

 (1.2.25)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà-ñòîëáöà

−→
M(n) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−→m1−→m2
...
−→mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.2.26)

ñîñòîÿùåé èç n òðàíñïîíèðîâàííûõ âåêòîðîâ-ñòðîê âèäà

−→m1 = (m11,m12, . . . ,m1n),−→m2 = (m21,m22, . . . ,m2n), . . . ,−→mn = (mn1,mn2, . . . ,mnn) (1.2.27)

ïðè÷åì, òàê, ÷òîáû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòàâëåííûõ òàêèì îáðàçîì äâóõ âåêòîð-
ñòîëáöîâ

12



−→
M (1)(n) ·

−→
M (2)(n) =

∑
k

(−→m(1)
k ·
−→m(2)

k ) =
∑
i,k

m
(1)
ik m

(2)
ik = Tr[M̂ (1)M̂T

(2)
] (1.2.28)

ñîâïàäàë ñî ñëåäîì èçíà÷àëüíûõ ìàòðèö, îäíó èç êîòîðûõ íåîáõîäèìî òðàíñïîðòèðîâàòü
ò.å. ñ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1.2.7). Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòðèöàìè è âåêòî-
ðàìè ìîæíî ñäåëàòü åùå ïîëíåå, îïðåäåëèâ âíåøíåå èëè òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
ôîðìóëîé

−→x ⊗−→y =

(
x1

x2

)
⊗
(
y1

y2

)
=


x1y1

x1y2

x2y1

x2y2

 (1.2.29)

Íî, â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ (1.2.8) ïîëó÷èâøåéñÿ âåêòîð-ñòîëáåö ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöåé,
îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

−→x ⊗−→y =

(
x1

x2

)
⊗
(
y1

y2

)
.
=

(
x1y1 x1y2

x2y1 x2y2

)
(1.2.30)

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö 2× 2 â (1.2.6) òîãäà ïðåäñòàâèòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì äâóõ ñòîëáöîâ 4× 4, åñëè çàïèñàòü êàæäóþ áëî÷íóþ ìàòðèöó â (1.2.6) â âèäå ñòîëáöà-
âåêòîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âåêòîð-ñòîëáåö ñîâïàäåò ñ âíåøíèì ïðî-
èçâåäåíèåì

−→x ⊗−→y =


x11

x12

x21

x22

⊗


y11

y12

y21

y22

 =



x11y11

x11y12

x11y21

x11y22

x11y11

x11y12

x11y21

x11y22

x11y11

x11y12

x11y21

x11y22

x11y11

x11y12

x11y21

x11y22



(1.2.31)

èíûìè ñëîâàìè, åñëè

X̂
.
= −→x (1.2.32)

è
Ŷ

.
= −→y (1.2.33)

òî òîãäà,
X̂ ⊗ Ŷ .

= −→x ⊗−→y (1.2.34)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, àáñòðàêòíûé âåêòîð êýò |α〉 ïðåäñòàâëÿþùèé íåêîòîðîå ôèçè÷å-
ñêîå ñîñòîÿíèå, áëàãîäàðÿ ïîñòóëàòó î ïîëíîòå íàáîðà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |x〉 êîíôè-
ãóðàöèîííîãî îïåðàòîðà õ̂ ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈x|α〉 êîòîðàÿ
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åñòü óæå íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò êîîðäèíàò. Ýòó êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò âîëíîâîé
ôóíêöèåé ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè |α〉. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîñòîÿíèå êýò |α〉 ñòîèò â îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé ψα(x) ïîñðåäñòâîì îïåðàöèè âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ:

|α〉 ⇐⇒ ψα(x) ≡ 〈x|α〉 (1.2.35)

Ëþáîå ôèçè÷åñêîå èçìåðåíèå íàä ñèñòåìîé âûÿâëÿåò ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà-
áëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ñëåäóÿ Äèðàêó, ìû ïðèíèìàåì, ÷òî ïðîöåññ èçìåðåíèÿ íà ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ÿçûêå îçíà÷àåò ïåðåõîä ñèñòåìû èç äàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíî èç åå ñîáñòâåííûõ ñîñòî-
ÿíèé. Òàêèì îáðàçîì, ðîëü îïûòà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå â ðàñêðûòèè íàáîðà âñåâîçìîæíûõ
ñîñòîÿíèé |a〉 â êîòîðûõ ó íàáëþäàåìûå ñèñòåìû ïðèíèìàþò âïîëíå îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ
a. Ïóñòü íàïðèìåð ìû ìåðååì êîîðäèíàòó x ñèñòåìû. Òîãäà, â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî êîìïëåêñà
èñïûòàíèé ìû îáíàðóæèì ñèñòåìó â ðàçíûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ò.å. ðàñêðîåì áåñêîíå÷íûé
ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé |x〉 â êàæäîì èç êîòîðûõ ó ñèñòåìû ðàçíûå çíà÷åíèÿ êîîðäè-
íàòû x çàïîëíÿþùèé íåïðåðûâíûé êîíòèíóóì.

Óñëîâèå ïîëíîòû âûðàæàåòñÿ òàê íàçûâàåìîé âûïóêëîé ñóììîé∑
a

|a〉〈a| = 1̂ (1.2.36)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòñÿ ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì Î =∑
a |a〉〈a| íà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå |α〉

Î|α〉 =
∑
a

|a〉〈a|α〉 = |α〉 (1.2.37)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè |α〉 è ñïðàâåäëèâîñòè ðàçëîæåíèÿ (1.2.8) îòñþäà âûòåêàåò ðåçóëü-
òàò Î = 1̂

Åñëè íàì óäàëîñü êàêèì íèáóäü èçìåðåíèåì âûäåëèòü ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé-âåêòîðîâ
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå àññîöèèðîâàííîé ñ äàííîé ñèñòåìîé, òî òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî
èç åå ñîñòîÿíèé |α〉 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

|α〉 ≡
∑
a

|a〉〈a| · |α〉 =
∑
a

〈a|α〉 · |a〉 (1.2.38)

èç êîòîðîãî, óìíîæåíèåì ñïðàâà íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 〈α| ëåãêî âûâåñòè óñëîâèå∑
a

|〈α|a〉|2 = 1 (1.2.39)

Ïóñòü íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà a ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Â ñî ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè
|a1〉, |a2〉, . . . Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñîñòàâëÿþò ïîëíûé áàçèñ, ìîæíî íàïèñàòü

〈x|α〉 =
∑
a

〈x|a〉〈a|α〉 (1.2.40)

èëè
ψα(x) =

∑
a

caua(x) (1.2.41)

ãäå êîýôôèöèåíòû ca ≡ 〈a|α〉 ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê êýò-ñîñòîÿíèå |α〉 â a-
ïðåäñòàâëåíèè.

Îïåðàòîð Â ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå êåò âåêòîðîâ |α〉

Â =
∑
α1

∑
α2

A(α1, α2)|α1〉〈α2| (1.2.42)
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Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé îïåðàòîð Â â êîîðäèíàòíîì áàçèñå âåêòîðîâ |x〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

Â =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dx1dx2〈x1|Â|x2〉|x1〉〈x2| ≡

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dx1dx2A(x1, x2)|x1〉〈x2| (1.2.43)

Çíàÿ ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Â â êàêîì íèáóäü ïðåäñòàâëåíèè a ìîæíî ñîñòàâèòü èíâàðè-
àíòíóþ îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ áàçèñà âåëè÷èíó

Tr[Â] =
∑
a

〈a|Â|a〉 (1.2.44)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñëåäîì îïåðàòîðà.
Äåéñòâèå îïåðàòîðà Â íà êåò-âåêòîð |ψ〉 â ïðîèçâîëüíîì f -ïðåäñòàâëåíèè âûðàæàåòñÿ

ðàâåíñòâîì

Â|ψ〉 =
∑

f1,f2,f3

A(f1, f2)|f1〉〈f2| · 〈f3|ψ〉 · |f3〉 =
∑

f1,f2,f3

A(f1, f2)ψ(f3) · 〈f2|f3〉 · |f1〉 =

=
∑
f1,f2

A(f1, f2)ψ(f2)|f1〉 (1.2.45)

Îòñþäà, äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ψ′(f) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

ψ′(f) =
∑
f ′

Aff ′ψ(f ′) (1.2.46)

Èíûìè ñëîâàìè, âîëíîâûå ôóíêöèè ψ(f) ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ïî ìàòðèöå îïåðàòîðà Â â
ïðåäñòàâëåíèè f . Áîëåå ôîðìàëüíî, ýòîò ôàêò ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèåì

(Â|ψ〉)f1 =
∑
f2

Af1f2ψ(f2) (1.2.47)

Ìû âèäèì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðîâ íà ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêâ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû Aff ′ íà âåêòîð-ñòîëáåö ψ(f).

Â êîîðäèíàòíîì (x-ïðåäñòàâëåíèå)

〈x|ψ〉 ≡ ψ(x) = |ψ|eiφ(x) (1.2.48)

èëè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (p-ïðåäñòàâëåíèå)

〈p|ψ〉 ≡ ψ(p) = |ψ|eiφ(p) (1.2.49)

Îñîáî íàãëÿäíî âûãëÿäèò ñîîòíîøåíèå (1.0.20) â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

ψ′(x) =

∫
A(x, y)ψ(y) = Âxψ(x) (1.2.50)

ãäå ñèìâîëîì Âx ìû îáîçíà÷èëè îïåðàòîð Â â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðåäñòàâèì
ðåçóëüòàò (1.2.46) â íåñêîëüêî äðóãîì â âèäå, áîëåå íàãëÿäíî ïîêàçûâàþùèì êàê îïåðèðóåò
îïåðàòîð Â íà âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

〈x|Â|ψ〉 =

∫
〈x|Â|y〉 · 〈y|ψ〉 · dy (1.2.51)
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íî ñ ó÷åòîì ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ è ñîñòîÿíèé ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðà-
âåíñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äåéñòâèå ìàòðèöû Âx ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè 〈x|Â|y〉 íà
âåêòîð-ñòîëáåö ñ ýëåìåíòàìè 〈y|ψ〉 ò.å. ìîæíî ïèñàòü

Âx · ~ψ(x) = 〈x|Â|ψ〉 (1.2.52)

Ðàâåíñòâî (1.2.49) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà Â â ïðîèçâîëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè âåêòîðîâ |ψ〉 â âèäå âïîëíå îïðåäåëåííîãî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Âx â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè. Îíî èìååò áîëüøóþ ðîëü ïðè ïåðåõîäå îò îáùèõ êâàíòîìåõàíè÷åñêèõ ñîîò-
íîøåíèé ê êîíêðåòíûì âû÷èñëåíèÿì.

Ìàòðèöà îäíîìåðíîãî îïåðàòîðà êîîðäèíàòû x̂ â ñîáñòâåííîì êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëå-
íèè ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

x̂|y〉 = y|y〉 (1.2.53)

óìíîæèâ îáå ñòîðîíû (1.2.28) íà áðà-âåêòîð 〈x| ïîëó÷àåì

〈x|x̂|y〉 ≡ (x̂)xy = xδ(x− y) (1.2.54)

Îïåðàòîð îäíîìåðíîãî èìïóëüñà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

〈x|p̂x|y〉 ≡ (p̂)xy = i
∂

∂x
δ(x− y) (1.2.55)

Îïåðàòîð òðàíñëÿöèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

T̂ (a) = e−iap̂ (1.2.56)

〈p|x̂|α〉 = i
∂

∂p
〈p|α〉 (1.2.57)

â ÷àñòíîñòè,
Îáùàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà èç SU(2) èìååò âèä

Ûs(a, b) =

(
a b
−b∗ a∗

)
(1.2.58)

ãäå a è b êîìïëåêñíûå ÷èñëà óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ óíèìîäóëÿðíîñòè

|a|2 + |b|2 = 1 (1.2.59)

Îáùóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó èç U(2) ìîæíî òîãäà ïàðàìåòðèçîâàòü çàäàâ îäíó ôàçó δ

Û(a, b) = eiδ
(

a b
−b∗ a∗

)
(1.2.60)

A good basis for such an approach are special class of matrices Ŝ in the space of n×n matrices
with the property that all column (row) sums are +1 because we can immediately interpret the
columns (rows) of such matrices as discrete probability distributions over n-dimensional spaces.
Indeed, in this context the further study corresponds well to Markov chains and stochastic process
theories in general probability theory. In the latter theory if one considers states |1〉, |2〉, . . . , |n〉
as possible states of a quantum system then ïîëíàÿ êàðòèíà âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ çàäàåòñÿ
ìàòðèöåé ïåðåõîäà Ŝ:

Ŝ =


s11 s12 . . . s1n

s21 s22 . . . s2n

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
sn1 sn2 . . . snn

 (1.2.61)
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ãäå sij âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |i〉 ê êîíå÷íîìó |j〉. Â ñèëó ýòîãî,
äëÿ ëþáûõ i, j äîëæíî áûòü

0 ≤ sij ≤ 1 (1.2.62)

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì îäíîêðàòíîì ïåðåõîäå, ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ |i〉 â ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ |k〉 (k = 1, 2, . . . , n) âûòåêàåò ñâîéñòâî

n∑
k=1

sik = 1, i = 1, 2, . . . , n (1.2.63)

òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà ïåðåõîäîâ ñòîõàñòè÷íà.

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ n× n ìàòðèöà Ŝ áûëà ñòîõà-
ñòè÷åñêîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

Ŝe = e (1.2.64)

ãäå ñîáñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä

e =


1
1
...

1n−1

1n

 (1.2.65)

Åñëè íå òîëüêî Ŝ íî è îäíîâðåìåííî ŜT ñòîõàñòè÷íû (ò.å. ñóììà âñåõ ñòðîê è ñòîëáöîâ
ðàâíû +1) Ŝ íàçûâàåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Î÷åâèäíî, ýòîìó ñëó÷àþ ñîîòâåò-
ñòâóþò ñèñòåìû ñî ñâîéñòâîì ñèììåòðèè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåõîäàì ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ñîñòîÿíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî áèñòîõàñòè÷íîñòè ìîæíî âûðàæàòü ðàâåíñòâàìè

B̂e = e, eT B̂ = eT (1.2.66)

Ñòîëáöû èëè ñòðîêè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, èìåþùèõ ñìûñë ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé â n-ìåðíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé èëè èñõîäîâ êîìïëåêñà èñïûòàíèé S

òàêæå íàçûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèìè èëè âåðîÿòíîñòíûìè âåêòîðàìè

−→
S =


s1

s2
...
sn

 ,
−→
S T =

(
s1 s2 . . . sn

)
(1.2.67)

Âàæíûì ïîäêëàññîì áèñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ îðòîñòîõàñòè÷åñêèå è óíèñòî-
õàñòè÷åñêèå ìàòðèöû. Îðòîñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ýòî áèñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà B̂(Ô(n))
ýëåìåíòû êîòîðîé êâàäðàòû ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Ô(n)

bij = o2
ij, i, j = 1, 2, . . . n (1.2.68)

Óíèñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè îðòîñòîõàñòè÷åñêèõ èñïîëüçóþùèå
óíèòàðíûå ìàòðèöû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö. Ïî îïðåäåëåíèþ, áèñòîõà-
ñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà B̂(Û(n)) íàçûâàåòñÿ óíèñòîõàñòè÷åñêîé åñëè íàéäåòñÿ óíèòàðíàÿ n × n
ìàòðèöà Û(n) òàêàÿ, ÷òî

bij = |uij|2, i, j = 1, 2, . . . n (1.2.69)
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Âñå 2× 2 áèñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî è óíèñòîõàñòè÷åñêèìè è îð-
òîñòîõàñòè÷åñêèìè è îáðàçóþò ãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé áèñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöû âòîðîãî ðàíãà

B̂2×2(p, p) =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

p 1− p

1− p p

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ (1.2.70)

ìîæíî óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó

Ô(2) =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ (1.2.71)

Äëÿ áîëåå âûñîêèõ èçìåðåíèé, ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî èíàÿ. Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ
ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà

Ŝ(p, q) =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

p q

1− p 1− q

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ (1.2.72)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ

λ(q, p) =
1

2
TrŜ(p, q)± |1− 1

2
TrŜ(p, q)| (1.2.73)

îòñþäà íàõîäèì

λ1(q, p) = TrŜ(p, q)− 1 = det Ŝ(p, q) = p− q, λ2 = 1 (1.2.74)

Ñîáñòâåííûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1 åñòü

e =
(

1 1
)

(1.2.75)

â ñèëó

(
1 1

) ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

p q

1− p 1− q

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

(
1 1

)
(1.2.76)

â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ è âåêòîðàõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàò-
ðèö. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîé. Îäíàêî ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû íå ñîñòàâëÿþò ãðóïïó â îáùåì ñëó÷àå. Â ñàìîì
äåëå, îáðàòíàÿ ê (1.2.68) ìàòðèöà

Ŝ−1(p, q) =
1

p− q

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1− q p− 1

−q p

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ (1.2.77)

ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè óñëîâèè det Ŝ(p, q) = p− q 6= 0 è ÿâëÿåòñÿ ñàìà ñòîõàñòè÷åñêîé òîëüêî
â ñëó÷àå q = 0, p = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö {Ŝ2×2} íà ïëîñêîñòè
îáðàçóåò ëèøü ïîëèãðóïïó.

Òåîðåìà 2 (Áèðêõîôôà) Ìàòðèöà B̂ ÿâëÿåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà
åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ â êîíå÷íîì áàçèñå ìàò-
ðèö ïîñòàíîâîê n× n ò.å.

B̂ = a1P̂1 + a2P̂2 + . . .+ akP̂k, (1.2.78)
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ãäå êîýôôèöèåíòû a1, a2, . . . ak íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è k <∞

Íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðíîé áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû (2.2.69) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

B̂2⊗2 = p

(
1 0
0 1

)
+ (1− p)

(
0 1
1 0

)
(1.2.79)

Ïðîñòåéøåå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç òîëüêî îäíîãî âåêòîðà-ñîñòîÿíèÿ |α〉
êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â U(1) èíâàðèàíòîì âèäå

|α〉 = eiθ|α̃〉 (1.2.80)

Ôèçè÷åñêè òàêîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìàì îïèñûâàåìûì îäíèì òîëüêî
ñîñòîÿíèåì-âåêòîðîì. Îäèí èç òàêèõ ñîñòîÿíèé, êâàíòîâûé Áîçå êîíäåíñàò. Ýòî ñîñòîÿíèå
òàêæå ìàêñèìàëüíî êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäóþùèì â òåîðèè èäóò äâóõóðîâíåâûå êâàí-
òîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû äëÿ êîòîðûõ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàòÿíóòî íà âñåãî äâóõ ñî-
ñòîÿíèé. Ôèçè÷åñêè íàèáîëåå ÿðêèå ñèòóàöèè çäåñü ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì
1/2, ñîñòîÿíèÿ ñâåòà ñ ïðàâûìè è ëåâûìè ïîëÿðèçàöèÿìè, òåðìè÷åñêèå ìîäåëè.

Äëÿ ñèñòåì ñî ñïèíîì 1/2 ïðÿìîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ ñïèíà Ŝµ â áàçèñàõ ñîáñòâåííûõ
ñîñòîÿíèé ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì

Ŝz =
1

2
(|+〉〈+| − |−〉〈−|) =

1

2
σ̂z (1.2.81)

Ŝx =
1

2
(|+〉〈−|+ |−〉〈+|) =

1

2
σ̂x (1.2.82)

Ŝy =
i

2
(|−〉〈+| − |+〉〈−|) =

1

2
σ̂y (1.2.83)

çäåñü ââåäåíû ìàòðèöû Ïàóëè

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
(1.2.84)

Èç ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ïðîåêöèè ñïèíà âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè

σ̂†k = σ̂k, T rσ̂k = 0, [σ̂kσ̂j] = 2iεkjlσ̂l, {σ̂kσ̂j} = 2δkj, det σ̂k = −1 (1.2.85)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Ïàóëè

〈σ̂k|σ̂j〉 =
1

2
Tr{σ̂kσ̂j} = 2δkj (1.2.86)

Èç óñòàíîâëåííîãî íàìè âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó n × n ìàòðèöàìè è
n2-ìåðíûìè êîìïëåêñíûìè âåêòîðàìè, âûòåêàåò, ÷òî ëþáóþ äâóìåðíóþ ìàòðèöó ρ̂ ìîæíî

ðàçëîæèòü ïî íîðìèðîâàííîìó áàçèñó ÷åòûðåõ ìàòðèö σ̂x, σ̂y, σ̂z, 1̂ =
1

3
σ̂2 ò.å. ìîæíî íàïèñàòü

ρ̂ = α1σ̂x + α2σ̂y + α3σ̂z + α41̂ =

(
α3 + α4 α1 − iα2

α1 + iα2 −α3 + α4

)
(1.2.87)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû −→α , α4 îïðåäåëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

−→α =
1

2
〈−̂→σ |ρ̂〉 =

1

2
Tr−̂→σ ρ̂, α4 =

1

2
Trρ̂ (1.2.88)
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Ïðåäñòàâëåíèå (1.2.76) áûëî èçâåñòíî åùå Ñòîêñó(1819�1903) çàäîëãî äî ðîæäåíèÿ êâàí-
òîâîé îïòèêè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû èìååì äåëî ñî ñâåòîì êîýôôèöèåíòû αk íàçûâàþòñÿ
ïàðàìåòðàìè Ñòîêñà à ìàòðèöà ïëîòíîñòè ôîòîíà13 â ïàðàìåòðèçàöèè Ñòîêñà èìååò âèä

ρ̂ =
I

2

(
1 + η3 η1 − iη2

η1 + iη2 1− η3

)
=
I

2
(1̂ + ~̂σ · ~η) (1.2.89)

ãäå I = Trρ̂ = ρ11+ρ22 èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà ñâåòà. Áèñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà (1.2.78)
íà ÿçûêå ìàòðèö Ïàóëè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

B̂2⊗2 = p · 1̂ + (1− p) · σ̂x (1.2.90)

Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ îïðåäåëåííûì íàä íèì áèíàðíîé îïåðàöèåé
SU(2), ãðóïïà âðàùåíèé ãåíåðàòîðû, ïðåäñòàâëåíèÿ, óíèòàðíàÿ ìàòðèöà,

Û(φ,n) = ei
φ
2

(~̂σ~n) (1.2.91)

Ýðìèòîâà ìàòðèöà èëè ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà

Ĥ† = Ĥ (1.2.92)

ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî

Ïîâîðîòû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, îðòîãîíàëüíû-
ìè ìàòðèöàìè R̂ îñòàâëÿþùèõ äëèíó âåêòîðîâ íåèçìåííîé. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äîëæíî
áûòü

R̂T R̂ = R̂R̂T = 1̂ (1.2.93)

Ïðè ïðèìåì, ÷òî ïðè ïîâîðîòàõ îñè x, y, z êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå íå ìåíÿþòñÿ, à êîìïî-

íåíòû âåêòîðà
−→
V (Vx, Vy, Vz) ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ïî çàêîíó V ′x

V ′y
V ′z

 =

 Rxx Rxy Rxz

Ryx Ryy Ryz

Rzx Rzy Rzz

 Vx
Vy
Vz

 (1.2.94)

Îïåðàòîð ïîâîðîòà âåêòîðà
−→
V (Vx, Vy, Vz) íà óãîë φ âîêðóã îñè z â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå R3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

R̂z(φz) =

 cosφz − sinφz 0
sinφz cosφz 0

0 0 1

 (1.2.95)

Âðàùåíèÿ óäîáíî ïðåäñòàâèòü äèàãðàììîé

Rxyz
x′y′z′ =

 xx′ xy′ xz′

yx′ yy′ yz′

zx′ zy′ zz′

 (1.2.96)

Àíàëîãè÷íî, èç äèàãðàììû (1.2.43) ìàòðèöû ïîâîðîòà âîêðóã îñåé x è y ïðåäñòàâÿòñÿ ìàò-
ðèöàìè R̂x(φx) è R̂y(φy) ñîîòâåòñòâåííî

R̂x(φx) =

 1 0 0
0 cosφx − sinφx
0 sinφx cosφx

 , R̂y(φy) =

 cosφy 0 sinφy
0 1 0

− sinφy 0 cosφy

 (1.2.97)

13Èíà÷å, ìàòðèöà ïîëÿðèçàöèè ñâåòà
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Óãîë ïîâîðîòà â ìàòðèöå R̂y(φy) íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü îòðèöàòåëüíûì ïîñêîëüêó êîîðäè-
íàòíàÿ ñèñòåìà

σ

(
y
x z

)
(1.2.98)

ÿâëÿåòñÿ ëåâîâèíòîâîé.
Ñîâîêóïíîñòü îïåðàöèé âðàùåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòàâëÿåò ñïåöèàëüíóþ

ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì SO(3). Ãðóïïà O(3) ñî-
äåðæèò òàêæå îïåðàöèè èíâåðñèè.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðàì ïîâîðîòà R̂ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåîáõîäèìî ñîïîñòà-
âèòü íåêèì îïåðàòîðàì D̂ êîòîðûå áû ïðåîáðàçîâûâàëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðè ïîâîðîòàì

R̂ 7−→ D̂ (1.2.99)

Ñîîòâåòñòâåííî ïðè âðàùåíèÿõ ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ïî çàêîíó

D̂(R̂)|ψ〉 = |ψ〉R (1.2.100)

D̂(R̂z(φ)) = e−iĴzφz (1.2.101)

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ Ĵµ, µ = 1, 2, . . . çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîðû

R̂µ(φµ), µ = x, y, z äåéñòâóþò íà îáû÷íûå òðåõìåðíûå âåêòîðà
−→
V (Vx, Vy, Vz). Íàïðèìåð, äëÿ

n = 2 Ôóíäàìåíòàëüíîå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ óãëîâîãî ìîìåíòà â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå

[ĴµĴν ] = iεµνλĴλ (1.2.102)

D̂(1/2)(θ, ϕ, ψ) =


cos

θ

2
e
i
ϕ+ ψ

2 sin
θ

2
e
i
ϕ− ψ

2

− sin
θ

2
e
−i
ϕ− ψ

2 cos
θ

2
e
−i
ϕ+ ψ

2

 (1.2.103)

Ïîëó÷åííîå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà ïîâîðîòîâ ñïèíîðà j = 1
2
ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ñ äðóãîé ñòîðîíû íàèáîëåå îáùèé âèä óíèòàðíîé ìàòðèöû ââåäåííîé ðàíåå íàìè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ïåðåõîäà B̂(Û(n)). Îòñþäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðî-
èçâîëüíóþ ñïåöèàëüíî-óíèòàðíóþ ìàòðèöó ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü óãëàìè Ýéëåðà ò.å. ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû îïåðàòîðà 3-õ ìåðíûõ âðàùåíèé ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé D̂(1/2)(θ, ϕ, ψ)
ñ ýëåìåíòàìè

D
(1/2)
mm′ (α, β, γ) = 〈1

2
,m|e−iĴzαe−iĴyβe−iĴzγ|1

2
,m′〉 = eimγd

(1/2)
mm′ (β)eimα (1.2.104)

θ = β, ϕ = γ, ψ = α
Èíûìè ñëîâàìè, ëþáóþ ñïåöèàëüíî-óíèòàðíóþ ìàòðèöó Û èç SU(2)

Û(−→n ) = e
iφ
2

(−→n ~̂σ) =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
〈1

2
|D̂(1/2)(−→n )|1

2
〉 〈1

2
|D̂(1/2)(−→n )| − 1

2
〉

〈−1
2
|D̂(1/2)(−→n )|1

2
〉 〈−1

2
|D̂(1/2)(−→n )| − 1

2
〉

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ (1.2.105)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùåé
òðåõìåðíûì âðàùåíèÿìè, è íàîáîðîò âðàùåíèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé (èëè íà ÿçûêå ñïèíîðîâ
Ïàóëè, ïîâîðîòû ñïèíîðà) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíî-óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè.
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Âûðàæåíèå (1.2.61) ñâîäèòñÿ ëèíåéíîìó ïî ìàòðèöàì Ïàóëè âûðàæåíèþ

Û(φ,n) = cos
φ

2
+ inσ̂ sin

φ

2
(1.2.106)

Äëÿ îñåé x, y, z èç (1.2.65) ëåãêî íàõîäèì

Û(nx, φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

φ

2
i sin

φ

2

i sin
φ

2
cos

φ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , Û(ny, φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos

φ

2
sin

φ

2

− sin
φ

2
cos

φ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , Û(nz, φ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e

iφ

2 0

0 e
−
iφ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.2.107)

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.2.76) ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ìàòðèö Ïàóëè, âûòåêàåò ñâîéñòâî

det Û(φ,n) = e
iφ
2

(nkTrσ̂k) = +1 (1.2.108)

1.3 Ôóíêöèÿ Âèãíåðà

Â 1932 ãîäó Åâãåíèé Âèãíåð (1902−1995), â ïîïûòêå çàìåíèòü îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé
êîìïëåêñíûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè, êâàçè-âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè, ââåë ôóíêöèþ

W (p, q) =

∫ +∞

−∞
ψ(q +

u

2
)ψ†(q − u

2
)e−iupdu (1.3.1)

ãäå q, p îáîçíà÷àþò íàáîð îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ êâàíòîâîé ñèñòåìû, ψ(q)
- âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Âèãíåðà ñëå-
äóþò ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà:

1. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíà âñþäó íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

W (p, q) = W ∗(p, q) (1.3.2)

2. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà íîðìèðîâàíà∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
W (p, q)

dqdp

2π
=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(u)ψ(q +

u

2
)ψ∗(q − u

2
) =

∫ +∞

−∞
|ψ|2dq = 1 (1.3.3)

Ôóíêöèè Âèãíåðà êâàíòîâîé ñèñòåìû ñîäåðæèò èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ î íåé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, çàäàíèåì ôóíêöèè Âèãíåðà, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ è ñîîòíîøåíèÿ

ψ(x)ψ(x′) =
1

2π

∫ +∞

−∞
W

(
(x+ x′)

2
, p

)
eip(x−x

′)dp (1.3.4)

ò.å. âîëíîâûå ôóíêöèè ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ x′ = 0.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èç-çà ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè ∆p∆q ≥ ~
2
íåëüçÿ ââåñòè

ïîíÿòèå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ %(p, q). Ê ñîæàëåíèþ ôóíêöèÿ Âèãíåðà íåçíàêîïîñòîÿííàÿ
íà âñåé ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

∫ +∞

−∞
W (p, q)dp =

∫ +∞

−∞
e

−ipx
2 ψ(x)dx ·

∫ +∞

−∞
e

ipx′

2 ψ∗(x′)dx′ = 2π
∣∣∣ψ (p

2

)∣∣∣2 (1.3.5)
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÷òî, êîíå÷íî è ñëåäîâàëî îæèäàòü ïî ñàìîìó ñìûñëó âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(q)
Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîëó÷èòü ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòû∫ +∞

−∞
W (p, q)dp = 2π|ψ(q)|2 (1.3.6)

23



1.4 Îïåðàòîð ïëîòíîñòè

Ïî îïðåäåëåíèþ, îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè14 ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåìûì âåêòîðîì |ψ〉 íàçûâàåòñÿ
ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð

ρ̂ψ = |ψ〉〈ψ| (1.4.1)

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè â ôîðìå (1.4.1) ñëåäóþò ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà:

1. Îïåðàòîð ïëîòíîñòè Ýðìèòîâ
ρ̂† = ρ̂ (1.4.2)

2. Îïåðàòîð ïëîòíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí

ρnn ≥ 0 (1.4.3)

ò.å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè.

3. Ñëåä îïåðàòîðà ïëîòíîñòè íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå è
ðàâåí åäèíèöå

Tr(ρ̂) =
n∑
i

|ψi|2 =

∫ +∞

−∞
ρ(q, q)dq = 1 (1.4.4)

Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è åå äèàãîíàëüíûå ýëå-
ìåíòû èìåþò ñìûñë âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â îäíîì èç áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé.

Îïåðàòîðû îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (2.0.44) íàçûâàþòñÿ trace class operators 15. Âîîáùå,
trace class îïåðàòîðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê îïåðàòîðû ñ êîíå÷íûì ñëåäîì êîòîðûé íå çàâèñèò
îò âûáîðà áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå16.

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé. Íå âñÿêîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå
ìîæíî îïèñàòü îäíèì âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ. Ñîñòîÿíèÿ êîòîðûå íåâîçìîæíî îïèñàòü îäíèì
âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èëè íàçâàíèÿ íå÷èñòûõ èëè ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé.

Èç îïðåäåëåíèÿ (1.6.1) ñëåäóåò, ÷òî

ρ̂2
ψ = |ψ〉〈ψ| · |ψ〉〈ψ| = ρ̂ψ (1.4.5)

Âåëè÷èíà

µρ = Trρ̂2
ψ (1.4.6)

íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ. Ìû âèäèì, ÷òî ïàðàìåòð ÷èñòîòû ðàâåí
åäèíèöå äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé.

Äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî óñðåäíèòü îïåðàòîðû ïëîòíîñòè ñ
ðàçëè÷íûìè âåðîÿòíîñòíûìè âåñàìè pi

ρ̂ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi| (1.4.7)

14Îïåðàòîð ïëîòíîñòè èçâåñòåí â ôèçèêå òàêæå êàê ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð. Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ
îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñâÿçàíû ñ òîæäåñòâåííîñòüþ òîé òåîðåòèêî-ôèçè÷åñêîé ìîäåëè êîòîðàÿ åþ îïèñûâàåò-
ñÿ. Òàê, ìàòðèöà ïîëÿðèçàöèè èëè ìàòðèöà êîãåðåíòíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîå ïðîÿâëåíèå ìîäåëè
îïåðàòîðà ïëîòíîñòè. Ýòà ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íî ýêâèâàëåíòíîñòè âîëíîâîé è êîðïóñêóëÿðíîé ïðèðîäîé ñâåòà.
Òàêæå îòíîñÿòñÿ ê äðóã äðóãó òàêèå âàæíûå ïîíÿòèÿ êàê êîððåëÿöèÿ, ÷èñòîòà, ñìåøàííûå, ñåïàðàáåëüíîñòü
è êîãåðåíòíîñòü ìåæäó êâàíòîâûìè èëè êëàññè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè.

15â ëèòåðàòóðå ÷àñòî òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþò òàêæå ÿäåðíûìè îïåðàòîðàìè(nuclear operators)
16Íåêîòîðûå àâòîðû îòëè÷àþò ÿäåðíûå è trace class îïåðàòîðû îïðåäåëÿÿ ÿäåðíûå îïåðàòîðû â áîëåå

øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå Áàíàõà.
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ãäå |ψi〉 ñîâîêóïíîñòü ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé êîòîðûå âîâñå íå ñîñòàâëÿþò ïîëíûé áàçèñ îðòî-
íîðìèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Ïî ñàìîìó ñìûñëó êîýôôèöèåíòîâ pi îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâàì :

0 ≤ pi ≤ 1 (1.4.8)

Òîãäà ïàðàìåòð ÷èñòîòû äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé

µρ = Trρ̂2 =
∑
ij

pipj|sij|2 < 1 (1.4.9)

ãäå êîýôôèöèåíòû sij èìåþò âèä

sij = Tr|ψj〉〈ψi| = 〈ψi|ψj〉 (1.4.10)

Òàêèì îáðàçîì ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþ ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü ÷è-
ñòûõ ñîñòîÿíèé. Ìû âèäèì, ÷òî ïàðàìåòð ÷èñòîòû ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ñ ÷èñòûì èëè ñìåøàííûì ñîñòîÿíèåì ìû èìååì äåëî. Åñëè îí ðàâåí åäèíèöû ñîñòîÿíèå
÷èñòîå è ìîæåò áûòü îïèñàíî îäíèì êåò âåêòîðîì. Åñëè æå îí ìåíüøå åäèíèöû, ìû èìååì
äåëî ñî ñìåøàííûì ñîñòîÿíèåì êîòîðîå ìîæåò áûòü îïèñàíà îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè. Äðó-
ãîé, ýêâèâàëåíòíûé äàííîé êðèòåðèé îñíîâàííîé íà ïîíÿòèè ýíòðîïèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé
áóäåò äàíî â ãëàâå.

Êâàíòîâûé àíàëîã ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êâàíòîâîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïåðà-
òîðîì ïëîòíîñòè ρ̂ äåéñòâóþùèì íà âåêòîð-ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
îáû÷íîé ôóíêöèè

ρ̂(x, x′) ≡ 〈x|ρ̂|x′〉 (1.4.11)

â x-ïðåäñòàâëåíèè,

èëè, íàïðèìåð, ôóíêöèåé

ρ̂(p, p′) ≡ 〈p|ρ̂|p′〉 (1.4.12)

â p-ïðåäñòàâëåíèå.
Äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, ìîæíî íàïèñàòü

ρ(x, x′) = 〈x|ρ̂|x′〉 = 〈x|ψ〉 · 〈ψ|x′〉 = ψ(x)ψ∗(x′) (1.4.13)

Ââåäåíèå îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ïîçâîëÿåò îáîáùèòü ôóíêöèþ Âèãíåðà íà ñìåøàííûå ñî-
ñòîÿíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

W (p, q) =
1

2π

∫ +∞

−∞
〈q +

u

2
|ρ̂|q − u

2
〉e−iupdu (1.4.14)

Ïðè ýòîì óñëîâèå íîðìèðîâêè ôóíêöèè Âèãíåðà äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñîõðàíÿåòñÿ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
W (p, q)

dqdp

2π
=

∫ +∞

−∞
ρ(q, q)dq = Tr(ρ̂) = 1 (1.4.15)

Äëÿ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëó÷àåì∫ +∞

−∞
W (p, q)dp =

1

2π

∫ +∞

−∞
〈q +

u

2
|ρ̂|q − u

2
〉e−iupdudp = 〈q|ρ̂|q〉 (1.4.16)

è
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∫ +∞

−∞
W (p, q)dq =

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
〈q+

u

2
|ρ̂|q− u

2
〉e−iupdudq =

∫ +∞

−∞

1√
2π
e−ipx1〈x1|ρ̂|x2〉

1√
2π
eipx2 =

= ρ(p, p)∗ = ρ(p, p) = 〈p|ρ̂|p〉 (1.4.17)

â ñèëó ýðìèòîâîñòè îïåðàòîðà ïëîòíîñòè. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà áûëà ñîâåðøåíà çàìåíà
ïåðåìåííûõ 

q +
u

2
= x1

q − u

2
= x2

(1.4.18)

√
2πW (k, p) = ρ(p− k

2
, p+

k

2
) (1.4.19)

Ñäåëàâ òåïåðü ïîâîðîò â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå àíàëîãè÷íîå
p1 = p− k

2

p2 = p+
k

2

(1.4.20)

ρ(p1, p2) =
√

2πW (p2 − p1,
p1 + p2

2
) (1.4.21)

Íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ Âèãíåðà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü íå ÷òî èíîå êàê
ìàòðèöà ïëîòíîñòè â ñèñòåìå èíåðöèè êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö.

W (x1, x2) = ρ

(
x1 + x2

2
, x1 − x2

)
(1.4.22)

Ñîîòíîøåíèÿ ðåøàåò îáðàòíóþ çàäà÷ó: íàéòè îïåðàòîð ïëîòíîñòè ïðè çàäàííîé ôóíê-
öèè Âèãíåðà. Ïåðåõîäÿ â êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî ïîñðåäñòâîì Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ
îòíîñèòåëüíî ðàçíîñòè èìïóëüñîâ, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

ρ(x1, x2) =
1

2π

∫ +∞

−∞
W

(
x1 + x2

2
, p

)
e−ipueip(x1−x2)du (1.4.23)

Ïîëîæèâ íàêîíåö â ïîñëåäíåé ôîðìóëå x2 = 0 ïîëó÷èì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû
÷åðåç ôóíêöèþ Âèãíåðà

ψ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
W
(x

2
, p
)
e−ipueipxdu (1.4.24)

Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè âåêòîðàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâ H.

|ψ〉 =

(
ψ1

ψ2

)
, 〈ψ| =

(
ψ1
∗ ψ2

∗ ) (1.4.25)

Äàæå äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà ïëîòíîñòè íå äèàãîíàëüíà.

ρ̂ = λ1|+
1

2
〉〈+1

2
|+ λ2| −

1

2
〉〈−1

2
|) =

 λ1 0

0 λ2

 (1.4.26)
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Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ìàòðèöó ïëîòíîñòè â ñîñòîÿíèè |ψ〉 ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

ρ̂ψ = |ψ〉〈ψ| =

 |ψ1|2 ψ1ψ2
∗

ψ2ψ1
∗ |ψ2|2

 =

 ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

 (1.4.27)

Êàê è âñÿêàÿ äâóõðÿäíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñïèíîðà j = 1
2
ðàñ-

êëàäûâàåòñÿ ïî íîðìèðîâàííîìó áàçèñó îïåðàòîðîâ ïðîåêöèé è âåëè÷èíû ñïèíà. Èç îáùèõ
ñâîéñòâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, íàõîäèì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

ρ̂j= 1
2

=

 1

2
+ α3 α1 − iα2

α1 + iα2
1

2
− α3

 (1.4.28)

Çàäà÷à îá îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ðåøàåòñÿ
ñèñòåìîé: (

ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)(
u1

u2

)
λ

= w

(
u1

u2

)
λ

, λ = 1, 2 (1.4.29)

èç êîòîðîé íàõîäèì

w1,2 =
1

2
± 1

2

√
1− 4 det ρ̂ =

1

2
±
√

1

2
−−→α 2

(1.4.30)

Ìû âèäèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ñëåäóþùåãî
ñòîõàñòè÷åñêîãî âåêòîðà

−→w ρ̂ =

(
w1

w2

)
(1.4.31)

Ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ìîæíî, òàêèì îáðà-
çîì ïðåäñòàâèòü óíèòàðíîé ìàòðèöåé

Ûρ̂ =

 u11 u12

u21 u22

 (1.4.32)

Ôîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç èç-
âåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äåâÿòè âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. 17 Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñî-
ñòîÿíèÿ |ψ〉 â ñîñòîÿíèå |φ〉 òàêæå ëåãêî âûðàçèòü ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ýòèõ
ñîñòîÿíèé

wψ→φ = |〈ψ|φ〉|2 = 〈ρ̂ψ|ρ̂φ〉 = Tr[ρ̂ψρ̂φ] (1.4.33)

Âûðàæåíèå (1.4.30) áûëî ïîëó÷åíî, âîîáùå ãîâîðÿ òîëüêî äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé. Îäíàêî,
êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì ñëåä â (1.4.30) èãðàåò âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé òåîðèè èíôîð-
ìàöèè. Ýòó âåëè÷èíó òåïåðü ïðèíÿòî íàçûâàòü ôèäåëèòè îò àíãëèéñêîãî ñëîâà �delity. Áîëåå
òî÷íî, åñëè çàäàíû äâå ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè ïëîòíîñòè ρ̂1 è ρ̂2 ñîîòâåòñòâåííî, ôèäåëèòè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü "áëèçîñòè"ñîñòîÿíèé ρ̂1 è ρ̂2

f12 = 〈ρ̂1|ρ̂2〉 = Tr[ρ̂1ρ̂2] (1.4.34)

17Óïîìÿíóòûå äåâÿòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðèâåäåíû â ïðèëîæåíèè II
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Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ρ̂1 = ρ̂2 ïîíÿòèÿ ôèäåëèòè ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ââåäåííûì ïàðàìåòðîì
÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ. Ëåãêî âûðàçèòü ôèäåëèòè ÷åðåç ôóíêöèè Âèãíåðà. Ïîäñòàâèì äëÿ ýòîãî
â ôîðìóëó (1.4.23) âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ÷åðåç ôóíêöèþ

f12 =

∫
dq1dp1dq2dp2W1(q1, p1)W1(q2, p2)Tr[D̂(2α1)ÎD̂(2α1)Î] =

1

2π

∫
dqdpW1(q, p)W2(q, p)

(1.4.35)
Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà çàìåíÿåòñÿ îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè

i~
∂ρ̂

∂t
= [Ĥρ̂] (1.4.36)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâìåñòíî ñ îïðåäåëåíèåì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé îò îïåðàòîðà â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè êâàíòîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

dρ̂

dt
= 0 (1.4.37)

îçíà÷àþùèé, ÷òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ â êâàíòîâîé ìå-
õàíèêå. Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà ò.å. óðàâíåíèå íà ýíåðãåòè÷åñêèé
ñïåêòð ñèñòåìû

Ĥ|E〉 = E|E〉 (1.4.38)

çàìåíèòñÿ íà óðàâíåíèå

Ĥρ̂E = Eρ̂E (1.4.39)

Óðàâíåíèÿ (1.4.33) è (1.4.36) ñîäåðæàò âñþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå S. Îíè ÿâëÿþòñÿ îñ-
íîâíûìè óðàâíåíèÿìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñôîðìóëèðîâàííîé íà ÿçûêå îïåðàòîðà ïëîòíî-
ñòè. Ïîëüçóÿñü ýðìèòîâîñòüþ Ãàìèëüòîíèàíà è îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ïðåäñòàâèì èõ â âèäå
ñèñòåìû 

i
∂ρ̂

∂t
− [Ĥρ̂] = 0

1

2
{Ĥρ̂E} − Eρ̂E = 0

(1.4.40)

Ëåãêî íàïèñàòü ýòó ñèñòåìó â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðåäñòàâèâ Ãàìèëüòîíèàí â
âèäå ñóììû îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé U(x),

〈x|Ĥ|x′〉 = δ(x− x′)(−1

2
∆ + U(x)) (1.4.41)

ïåðåïèøåì â ñèñòåìó â âèäå
i
∂ρ(x, x′, t)

∂t
=
(
Ĥxρ(x, x′, t)− Ĥ∗x′ρ(x, x′, t)

)
1

2

(
Ĥxρ(x, x′, E) + Ĥx′ρ(x, x′, E)

)
− Eρ(x, x′, E) = 0

(1.4.42)

Ìû âèäèì, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé, òîãäà êàê
ñïåêòð âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ Ãàìèëüòîíèàíà.
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1.5 Ñåïàðàáåëüíûå è çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ

Åñëè íàì êàêèì íèáóäü îáðàçîì óäàëîñü íàéòè îïåðàòîð ïëîòíîñòè ñëîæíîé ñèñòåìû ñîñòî-
ÿùåé èç äâóõ ïîäñèñòåì 1 è 2,

Åñëè ìû îáíàðóæèëè, ÷òî îïåðàòîð ïëîòíîñòè âñåé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîñòîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòåé åå ñîñòàâíûõ ïîäñèñòåì

ρ̂(1, 2) = ρ̂(1)⊗ ρ̂(2) (1.5.1)

áóäåì íàçûâàòü òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïðîñòî ñåïàðàáåëüíûìè. Åñëè æå îêàçàëîñü, ÷òî ρ̂(1, 2)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè ïðîèçâåäåíèé ïîëíîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé
ñîñòàâíûõ ïîäñèñòåì ò.å. â âèäå

ρ̂(1, 2) =
∑
k

pkρ̂(1)k ⊗ ρ̂(2)k (1.5.2)

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè pk óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ ïîëíîòû∑
k

pk = 1 (1.5.3)

òî, òàêèå ñîñòîÿíèÿ áóäåì íàçûâàòü ñåïàðàáåëüíûì. Ñóììû âèäà (1.6.2) ïðèíÿòî íàçû-
âàòü âûïóêëîé ñóììîé (ïî àíãëèéñêèé convex sum). Åñëè æå îïåðàòîð ïëîòíîñòè ñóììàðíîé
ñèñòåìû íèêàêèì îáðàçîì íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå (1.6.1) èëè (1.6.2), ãîâîðÿò î çàïóòàí-
íûõ èëè ñöåïëåííûõ ïî àíãëèéñêèé entangled states) ñîñòîÿíèÿõ ρ̂(1, 2). Ïðîáëåìó êëàññèôè-
êàöèè ñåïàðàáåëüíûõ è çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàäàíî ñîñòîÿíèå ρ̂(1, 2)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå äî ñèõ ïîð íå ñóùåñòâóåò. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì èëè ñèñòåì áëèçêèõ èì ñåïàðàáåëüíûå è çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ õîðîøî
èçâåñòíû.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìó èç äâóõ ýëåêòðîíîâ è âîçüìåì ñìåñü ñîñòîÿíèé
ñ ñóììàðíûì ñïèíîì +1 è −1

|ee〉 =
1√
2

(| ↑↑〉+ | ↓↓〉) =
1√
2

(|−〉1 ⊗ |−〉2 + |+〉1 ⊗ |+〉2) =


1
0
0
1

 (1.5.4)

Îïåðàòîð ïëîòíîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ

ρ̂ee = |ee〉〈ee| = 1

2


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

 (1.5.5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì (1.5.2) îïðåäåëåíèÿ ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè. Îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
(1.6.4) èìåþùèõ, êàê ìû óæå çíàåì, ñìûñë âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â îäíîé èç ÷å-
òûðåõ ñîñòîÿíèé îïèñûâàåìûõ ρ̂ee.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ êëåòêè â âèäå ñóïåðïîçèöèé ãåíåðàòîðîâ ãðóïïû SU(2)

1

2

(
1 1
1 1

)
=

1

2
1̂ +

1

2
σ̂x (1.5.6)

ñëåäóåò, ÷òî äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ρ̂ee åñòü

29



p1 =
1

2
+

1

2
= 1, p2 =

1

2
− 1

2
= 0 (1.5.7)

îñòàëüíûå äâà ñîáñòâåííûõ ñîâïàäàþò ñî ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íóëåâîé êëåòêè è
ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå ρ̂ äâóõóðîâíåâîé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Òîãäà ýòî ñîñòîÿ-
íèå ñåïàðàáåëüíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå åñëè ñîñòîÿíèå ρ̂PPT ïîëó÷åííîå îò èñõîäíîãî
ïðåîáðàçîâàíèåì PPT ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî, ò.å.

〈m|ρ̂PPT |m〉 ≥ 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà |m〉. Åñëè æå, õîòü îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ρ̂PPT

îêàæåòñÿ îòðèöàòåëüíûìè, òî ñîñòîÿíèå çàïóòàííîå.
Ýòî óòâåðæäåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òàê íàçûâåàìîéêðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè

Ïåðåñà-Ãîðîäíèöêîãî18(1934 - 2005).
Â êâàíòîâîé ìåõàíèêè çàìåíå âðåìåíè t íà −t ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ âîëíîâîé

ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

ψ(−t) −→ ψ∗(t) (1.5.8)

Ïðåîáðàçîâàíèå PPT (íà àíãëèéñêîì positive partial transpose)
Ñîñòîÿíèå Âåðíåðà

ρ̂W (1, 2) =



1 + p

4
0 0

p

2

0
1− p

4
0 0

0 0
1− p

4
0

p

2
0 0

1 + p

4


(1.5.9)

Ïðè p = 1 ñîñòîÿíèå Âåðíåðà ïåðåõîäèò â èçó÷åííîå íàìè ðàíåå çàïóòàííîå ñîñòîÿíèå (1.7.4).
Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, â òîì, ÷òî ìàòðèöà (1.5.8) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïëîò-

íîñòè íåêîòîðîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû. Èç âèäà (1.5.8) âèäíî, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó êîòîðîå
ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðåäñòàâëÿåìûõ ìàòðè-
öàìè

ρ̂1 =


1− p

4
0

0
1− p

4

 (1.5.10)

è

ρ̂2 =


1 + p

4

p

2

p

2

1 + p

4

 (1.5.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Âåðíåðà ñîâïàäàþò ñî ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè ýòèõ äâóõ ìàòðèö. Èç âòîðîé ìàòðèöû ìû çàêëþ÷àåì òîãäà, ÷òî

18Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòîò êðèòåðèé èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì Peres-Horodecki criterion
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λ1,2 =
1− p

4
(1.5.12)

Çíà÷èò òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîñòè ìàòðèöû ïëîòíîñòè íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ p

λi ≥ 0, i = 1, 2, 3, 4 (1.5.13)

îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò ïåðâîå óñëîâèå íà p

p ≤ 1 (1.5.14)

Äàëåå, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöó ρ̂2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ρ̂2 =


1 + p

4

p

2

p

2

1 + p

4

 =
p

2
σ̂x +

1 + p

4
· 1̂ (1.5.15)

îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì îñòàëüíûå äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

λ3,4 = ±p
2

+
1 + p

4
(1.5.16)

è óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèâîäèò îêîí÷àòåëüíî ê ñëåäóþùåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà p.

−1

3
≤ p ≤ 1 (1.5.17)

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ρ̂PPTW (1, 2)

ρ̂PPTW (1, 2) =



1 + p

4
0 0 0

0
1− p

4

p

2
0

0
p

2

1− p
4

0

0 0 0
1 + p

4


(1.5.18)

êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

ρ̂1 =


1 + p

4
0

0
1 + p

4

 , λ1,2 =
1 + p

4
≥ 0 (1.5.19)

è

ρ̂2 =


1− p

4

p

2

p

2

1− p
4

 =
1− p

4
σ̂x +

p

2
· 1̂, λ3,4 = ±p

2
+

1− p
4

(1.5.20)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñîñòîÿíèå Âåðíåðà ñåïàðàáåëüíî íà èíòåðâàëå
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−1

3
≤ p ≤ 1

3
(1.5.21)

è çàïóòàííî íà èíòåðâàëå

1

3
≤ p ≤ 1 (1.5.22)
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1.6 Ýíòðîïèÿ è Èíôîðìàöèÿ

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ÿâëÿåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïðîñòî ôèçè÷åñêîé òåîðèåé îïèñûâàþùåé çàêîíû
ìèêðîìèðà. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãîâîðèò íàì, î òîì êàêèå ôèçè÷åñêèå òåîðèè â ïðèíöèïå
âîçìîæíû. Â ýòîì íàñ óáåæäàåò ôîðìà ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íàÿ ñõåìà êâàíòîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ñàì ñïîñîá êâàíòîâàíèÿ ïðè ýòîì ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå òåîðèè äîëæíû áûòü êâàí-
òîâûìè òåîðèÿìè.

0 ≤ w(±) ≤ 1, w(+) + w(−) = 1 (1.6.1)

Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñèñòåìû ëåæàò íà îòðåçêå ïîêàçàí-
íîé íà ðèñóíêå 5. Ìíîãîîáðàçèå íà êîòîðîì çàäàíî íåêîòîðîå ïîëå âåðîÿòíîñòåé, â äàííîì
ñëó÷àå îòðåçîê UD, íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
êëàññè÷åñêîé äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû îòîáðàæàþòñÿ âåêòîðîì

~w =

(
w(+)
w(−)

)
(1.6.2)

ëåæàùåì íà îäíîìåðíîì ñèìïëåêñå.
Îïðåäåëèì íà ýòîì ñèìïëåêñå ýíòðîïèþ H êàê ôóíêöèþ îò âåðîÿòíîñòíîãî (ñòîõàñòè-

÷åñêîãî) âåêòîðà ~w

H = −~w ln ~w = −w(+) lnw(+)− w(− lnw(−)) (1.6.3)

Îïðåäåëåíèå (1.8.3) ýíòðîïèè áûëî èñïîëüçîâàíî åùå Áîëüöìàíîì (1844 � 1906), íî ïðè-
ìåíèòåëüíî ê òåîðèè èíôîðìàöèè îíà áûëà âïåðâûå ââåäåíà Øåííîíîì (1844�1906) è íîñèò
åãî èìÿ. ×åì áîëüøå ìû ñòðåìèìñÿ âûðàâíèâàòü âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ ñîáûòèé íåêîòîðîé
ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè, òåì áîëüøå ðàñòåò íåîïðåäåëåííîñòü èñõîäà ñîáûòèÿ ò.å. òåì áîëüøå
ýíòðîïèÿ ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííîé ìå-
ðîé íåîïðåäåëåííîñòè èñõîäà ñîáûòèÿ ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå òîãî èëè èíîãî âûáîðà èç
ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé w1, w2, . . . , wn.

Â ñëó÷àå ýíòðîïèè îïðåäåëåííîé íàä ïðîñòðàíñòâîì ñîáûòèé èíäóöèðîâàííûì äâóõóðîâ-

íåâîé ñèñòåìîé, ýíòðîïèÿ â ðàâíîâåðîÿòíîé òî÷êå E

(
1

2
,
1

2

)
ðàâíà

H(E) = ln 2 (1.6.4)

Îïðåäåëåíèå (1.8.3) ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ n ðàçëè÷íûìè âîçìîæíûìè èñõî-
äàìè ïðî îñóùåñòâëåíèè êîìïëåêñà èñïûòàíèé èëè èçìåðåíèé íàä ñèñòåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ãîâîðèòü îá n-ìåðíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñòîõàñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ

~w(n) =


w1

w2
...
wn

 (1.6.5)

Ýíòðîïèþ Øåííîíà òîãäà íóæíî îïðåäåëÿòü íà n − 1-ìåðíîì ñèìïëåêñå ñîñòîÿùåé èç
òî÷åê wi óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ

n∑
i=1

wi = 1 (1.6.6)

ò.å. ñèìïëåêñ áóäåò ñîñòîÿòü èç òî÷åê ñîâïàäàþùèõ ñ êîíöàìè ñòîõàñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ
(1.8.5).
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Îáîáùåíèå äâóìåðíîãî ðåçóëüòàòà (1.8.4) íà n-ìåðíûé ñëó÷àé áóäåò ãëàñèòü

H

(
E(

1

n
,

1

n
, . . .

1

n
)

)
= lnn (1.6.7)

Ýíòðîïèÿ Øåííîíà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé íàä ñèìïëåêñîì.

H(~w(n)) ≥ 0 (1.6.8)

Äîïóñòèì, íàì èçâåñòíû äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èíû x è y â âèäå ñòîõà-
ñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ

~P (x) =

(
x1

x2

)
, ~P (y) =

(
y1

y2

)
(1.6.9)

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðåíèÿ "ðàññòîÿíèÿ"îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îò äðó-
ãîãî ââåäåì ôóíêöèþ

H(~y|~x) = y1 ln
y1

x1

+ y2 ln
y2

x2

(1.6.10)

Âèäíî, ÷òî îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

H(~y|~x) ≥ 0 (1.6.11)

ïðè÷åì, ðàâåíñòâà íóëþ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ~x = ~y
Ôóíêöèþ H(~y|~x) íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèåé.
Îáîáùåíèå îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ñî-

îòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë èìååò âèä

H(~y|~x) =
n∑
i=1

yi ln
yi
xi

(1.6.12)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó S ñîñòîÿùóþ èç äâóõ äâóõóðîâíåâûõ ïîäñèñòåì S1 è S2. Ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðåçóëüòèðóþùåé ÷åòûðåõóðîâíåâîé ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñòîõàñòè÷åñêîãî âåêòîðà

~w(4) =


w(++)
w(+−)
w(−+)
w(−−)

 (1.6.13)

Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðåçóëüòèðóþùåé ñèñòåìû èìååò ýëå-
ìåíòû w(n,m), ãäå n,m ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ + è − ñîîòâåòñòâåííî. Ìàðãèíàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïåðâîé èëè âòîðîé ïîäñèñòåì ò.å. âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ïåðâîé èëè âòîðîé ïîä-
ñèñòåìû â êàêîì-ëèáî ñîñòîÿíèè ïðè ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíîì ïîâåäåíèè âòîðîé (ïåðâîé)
ïîäñèñòåìû, ïðåäñòàâÿòñÿ äâóìåðíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè ñ ýëåìåíòàìè wn(2) è
wm(2) ñîîòâåòñòâåííî

w(1)
n (2) =

∑
m

wnm(4), w(2)
m (2) =

∑
n

wnm(4) (1.6.14)

ò.å. äâóìåðíûìè âåêòîðàìè ~w(1)(S1) è ~w(2)(S2)

~w(1)(S1) =

(
w(++) + w(+−)
w(−+) + w(−−)

)
, ~w(2)(S2) =

(
w(++) + w(−+)
w(+−) + w(−−)

)
(1.6.15)

Òîãäà ó íàñ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü òðè ðàçíûõ ýíòðîïèè äëÿ ñèñòåìû S
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H(1, 2) = −
∑
m,n

w(1, 2)m,n · lnw(1, 2)m,n (1.6.16)

è äëÿ êàæäîé èç ïîäñèñòåì â îòäåëüíîñòè

H(1) = −
∑
m

w(1)
m lnw(1)

m , H(2) = −
∑
n

w(2)
n lnw(2)

n (1.6.17)

Â êàæäîé èç ýòèõ ïîäñèñòåì ìû ìîæåì âû÷èñëèòü òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùèå äèñïåðñèè
âåëè÷èí m è n

〈m2〉 =
∑
m

m2w(1)
m =

∑
n,m

m2wnm, 〈n2〉 =
∑
n

n2w(2)
n =

∑
n,m

n2wnm (1.6.18)

è êîððåëÿöèþ ìåæäó íèìè

σmn = 〈m · n〉 =
∑
n,m

nm · wnm (1.6.19)

Èíòóèòèâíî, ÿñíî, ÷òî áîëüøèå êîððåëÿöèè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè äîëæíû ïðèâåñòè ê
áîëüøåìó ïîðÿäêó â ñèñòåìå ò.å. ê óìåíüøåíèþ ýíòðîïèè H(12). Ïîýòîìó, î÷åâèäíî ñóì-
ìàðíàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñ ó÷åòîì êîððåëÿöèé ìåæäó åå ïîäñèñòåìàìè äîëæíà áûòü âñåãäà
ìåíüøå, ÷åì ñóììà ýíòðîïèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñèñòåì.

H(12) ≤ H(1) +H(2) (1.6.20)

Ìû ìîæåì ìûñëèòü ñåáå èäåàëèçèðîâàííóþ ñèòóàöèþ êîãäà ñëîæíàÿ ñèñòåìà S îáðàçó-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå "ñëèÿíèÿ"ïîäñèñòåì S1 è S2 ïóòåì ñáëèæåíèÿ èõ â ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíî-
ñòåé. Ïî ìåðå ñáëèæåíèÿ ïîäñèñòåì, âåðîÿòíîñòü èõ ïåðåêðûòèÿ ò.å. îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû S
ðàñòåò. Èíäèêàòîðîì ïîÿâëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèÿ êîððåëÿ-
öèé ìåæäó âåëè÷èíàìè îïèñûâàþùèìè â îòäåëüíîñòè ïîäñèñòåìû. Íåðàâåíñòâî (1.8.20) ãîâî-
ðèò íàì î òîì, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü ïðåäñêàçàíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ïðè
òàêîì ñëèÿíèè óìåíüøàåòñÿ ò.å. ïðîèñõîäèò íåîáðàòèìûé ïåðåõîä èç áîëåå íåîïðåäåëåííîãî
ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ ñèñòåì S1 è S2 ê áîëåå ïðåäñêàçóåìîìó ñöåíàðèþ ðàçâèòèÿ ñèñòåìû S.
Øåííîí äàë êîëè÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå ýòîé "óòåðÿííîé ýíòðîïèè"íàçâàâ åå êîëè÷åñòâîì
èíôîðìàöèè, òðàíñôîðìèðóåìîé â êîððåëÿöèè ñëîæíîé ñèñòåìû. Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ áî-
ëåå ñëîæíîé ñèñòåìû èç áîëåå ïðîñòûõ ìîæíî òàêèì îáðàçîì èíòåðïðåòèðîâàòü êîäèðîâàíèå
ïàìÿòè èñõîäíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìû â åå êîððåëÿöèè. Èòàê, ôîðìóëà Øåííîíà äëÿ çà-
êîäèðîâàííîé â ñèñòåìå S èíôîðìàöèè I ãëàñèò

I(S) = H(1) +H(2)−H(12) (1.6.21)

Ôîí Íåéìàí (1903�1957) îáîáùèë èíôîðìàöèîííóþ ýíòðîïèþ ââåäåííóþ Øåííîíîì äëÿ
êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì íà ñëó÷àé êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ

Îïðåäåëåííàÿ ôîí Íåéìàíîì êâàíòîâàÿ ýíòðîïèÿ èìååò âèä

F = −Tr[ρ̂ ln ρ̂] (1.6.22)

êîòîðàÿ ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïèåé Øàííîíà ïðè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè.
Îáîáùåíèÿ

ρ̂(1) = Tr[ρ̂(12)]2, ρ̂(1) = Tr[ρ̂(12)]1 (1.6.23)

Îòíîñèòåëüíóþ ýíòðîïèþ åñòåñòâåííî îïðåäåëÿòü â êâàíòîâîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàëîì

35



S(ρ̂|σ̂) = Tr[ρ̂ ln ρ̂− ρ̂ ln σ̂] (1.6.24)

Ýíòðîïèÿ ñîñòîÿíèÿ Âåðíåðà ðàâíà

S(ρ̂W (1, 2)) = −
4∑

k=1

λkρ̂W lnλkρ̂W = 2 ln 2− 1

4
(3(1− p) ln(1− p) + (1 + 3p) ln(1 + 3p)) (1.6.25)

Ïîñêîëüêó ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó òîìîãðàììà äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â íåé, ìîæíî îïðåäåëèòü íîâóþ ýíòðîïèþ êàê
ôóíêöèîíàë

T{w(x, µ, ν)} = T (µ, ν) = −
∫ +∞

−∞
w(x, µ, ν) lnw(x, µ, ν)dx (1.6.26)

Åñòåñòâåííî òàê îïðåäåëÿåìóþ ýíòðîïèþ íàçûâàòü òîììîãðàôè÷åñêîé ýíòðîïèåé19. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû çíàåì, â ñèëó îäíîðîäíîñòè òîìîãðàììû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì ïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêèìè îïðåäåëåíèÿìè ñàìîé òîìîãðàììû äëÿ îäíîãî è òîãî æå
ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàê, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû, ïîëó÷èì îï-
òè÷åñêóþ ýíòðîïèþ â ôîðìå

T{wopt(x, θ)} = Topt(θ) = −
∫ +∞

−∞
w(x, θ) lnw(x, θ)dx (1.6.27)

ßñíî, ÷òî ìåæäó ýíòðîïèåé ôîí Íîéìàíà è òîììîãðàôè÷åñêîé ýíòðîïèåé äîëæíà áûòü
ñâÿçü õîòÿ îíà è íå ñîâñåì î÷åâèäíà. Â ñàìîì äåëå, âñòàâëÿÿ â îïðåäåëåíèå ýíòðîïèè ôîí
Íîéìàíà

F{ρ̂} = −Trρ̂ ln ρ̂ (1.6.28)

âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ÷åðåç òîìîãðàììó w(x, µ, ν) ò.å.

ρ̂ =
1

2π

∫ +∞

−∞
w(x, µ, ν)ei(x1̂−µq̂−νp̂)dxdµdν (1.6.29)

ìû äîëæíû ïîëó÷èòü èñêîìóþ ñâÿçü. Ìû îñòàíîâèìñÿ çäåñü, îäíàêî íà âûâîä òàê íàçû-
âàåìûõ ýíòðîïèéíûõ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé. Îáùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîð-
ðåëÿöèé ìåæäó êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé è åå îáðàçîì Ôóðüå ðàçðàáîòàíà Ñîáîëåâûì (Ñåðãåé
Ëüâîâè÷ Ñîáîëåâ, 1908-1989)

Ñóòü çàäà÷è ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü ó íàñ èìååòñÿ ñîñòîÿíèå ψ(x) â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ïî êîòîðîìó, êàê ìû çíàåì ìîæíî ïîñòðîèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ â èìïóëüñíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ψ̃(p). Äàëåå, ïî ýòèì âîëíîâûì ôóíêöèÿì ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñèñòåìû |ψ(x)|2 è |ψ̃(p)|2 ñîîòâåòñòâåííî è
âû÷èñëèòü ïî íèì ýíòðîïèþ Øàííîíà ïî ôîðìóëå

S = −
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 ln |ψ(x)|2dx−

∫ +∞

−∞
|ψ̃(p)|2 ln |ψ̃(p)|2dp (1.6.30)

Ïîñìîòðèì ÷åìó ðàâíà ýíòðîïèÿ (1.6.30) äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà

19Èíîãäà òîììîãðàôè÷åñêóþ ýíòðîïèþ íàçûâàþò òàêæå ñèìïëåêòè÷åñêîé èìåÿ â ââèäó ÿâíûé âèä ñèì-
ïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âõîäÿùåãî â îïðåäåëåíèå òîìîãðàììû
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ψ0(x) =
e
−
x2

2
4
√
π
, ψ̃0(p) =

e
−
p2

2
4
√
π

(1.6.31)

Âû÷èñëåíèå ïðîâîäèò ê ðåçóëüòàòó

S0 = lnπe (1.6.32)

Åñëè ó íàñ N îñöèëëÿòîðîâ, òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòåìû
ôàêòîðèçóåòñÿ è ìåñòî (1.6.32) ìû ïîëó÷èì

S0 =
N∑
i=1

Si0 = N lnπe (1.6.33)

Ïîñêîëüêó â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè íåîïðåäåëåííîñòü âåðîÿòíîñòè òîãî èëè èíîãî èñõîäà
ýêñïåðèìåíòà ìèíèìàëüíà, ÿñíî, ÷òî äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ (âîçáóæäåííûõ) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû
èç N îñöèëëÿòîðîâ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

S = −
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 ln |ψ(x)|2dnx−

∫ +∞

−∞
|ψ̃(p)|2 ln |ψ̃(p)|2dnp ≥ N lnπe (1.6.34)

Íà ÿçûêå òîììîãðàôè÷åñêîé ýíòðîïèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Topt(θ) âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

Topt(θ = 0) + Topt(θ =
π

2
) ≥ lnπe (1.6.35)

â ñèëó ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòà (2.4.6) ò.ê. ôóíêöèè Topt(θ = 0) è Topt(θ = π
2
)

ÿâëÿþòñÿ êàê ðàç ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïî êîîðäèíàòå è èìïóëüñó ñèñòåìû.
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1.7 Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Â ÷åì ôèçè÷åñêîé ñìûñë ôóíêöèè w(p, q, s) è ìàñøòàáíîé ïåðåìåííîé s?

2. ïî÷åìó ìû íå ðàññìàòðèâàåì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îò âðåìåíè
ò.å. íå ñòàöèîíàðíûå çàäà÷è?

3. Ìîæíî ëè òàê ñêàçàòü? Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå åñòü òðè ñïîñîáà îïèñàíèÿ: ÷åðåç
óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷åðåç ëàãðàíæèàí è äåéñòâèå?
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2 Ãëàâà II. Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ è çàäà÷. Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ òîìîãðàììû
ââåäåííîé íàìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

w(x, µ, ν) =
1

|ν|
w(
x

µ
,
µ

ν
, 1), ν ↔ µ (2.0.1)

w(x, µ, ν) =
1

|x|
w(1,

µ

x
,
ν

x
) (2.0.2)

îñöèëëÿòîð

ψ(y) =
e−

y2

2

4
√
π

σ2 =
µ2 + ν2

2

w(q, p) = ... = 2e−(q2+p2)

ρψ(x, x′) =

ψ(x) =

∫
w(y, µ, x)ei(y−

µ
2
x)dydµ√

2π
∫
w(y, µ, 0)eiydydµ

· eiϕ
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2.1 Çâåçäî÷íîå ïðîèçâåäåíèå

Åùå ñ ðàííèõ äíåé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ìíîãèå ôèçèêè ðàçìûøëÿëè íàä ïîñòðîåíèåì áîëåå
óíèâåðñàëüíîãî àïïàðàòà äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà îò êëàññè÷åñêîãî îïèñàíèÿ è êâàíòîâîìó.
Äåéñòâèòåëüíî, â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì è ÿâëåíèé ìû èñ-
ïîëüçóåì ôóíêöèè (â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå), òîãäà êàê â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ôèçè÷å-
ñêè íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå îïåðàòîðîâ äåéñòâóþùèõ íàä íåêîòîðûì
ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì àññîöèèðîâàííûì ñ ñèñòåìîé. Êàê èìåííî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
îò êëàññè÷åñêîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ê êâàíòîâîìó? Èíûìè ñëîâàìè, êàê èìåííî ñèñòåìà ÷óâ-
ñòâóåò, ÷òî åé íåîáõîäèìî ïðèñòðîèòñÿ ê ïðèíöèïèàëüíî íîâîìó òèïó äâèæåíèÿ? Ðàññìîòðèì
íàïðèìåð ñèñòåìó ñîñòîÿùóþ âñåãî èç îäíîãî ýëåêòðîíà. Åñëè áû ñèñòåìà äîïóñêàëà êëàñ-
ñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ, íàøè îïûòû îáíàðóæèëè áû íàáëþäàåìóþ ôóíêöèþ A(x) çàâèñÿùóþ,
ñêàæåì îò êîíôèãóðàöèè x èëè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ïðè ïåðåõîäå æå ê êâàíòîâîìó
îïèñàíèþ ìû äîëæíû êàêèì òî îáðàçîì çàìåíèòü ôóíêöèþ A(x) îïåðàòîðîì Â êîòîðûé òå-
ïåðü ìîæåò äåéñòâîâàòü, íàïðèìåð íàä êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì èç âåêòîðîâ |x〉.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáà îïèñàíèÿ èìåëè íåêóþ ñâÿçü íåîáõîäèìî ââåñòè ãèïîòåçó î ãîìåîìîðô-
íîì ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êëàññè÷åñêèì è êâàíòîâûìè ñïîñîáàìè îïèñàíèÿ ò.å. åñëè ìåæäó
êëàññè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè A1(x), A2(x), . . . As(x) è êâàíòîâûìè îïåðàòîðàìè Â1, Â2, . . . Âs
óñòàíîâëåíî íåêîòîðîå ñîîòâåòñòâèå20, òî è ëþáîé ïàðå ïðîèçâåäåíèÿ A1(x) ? A2(x) äîëæ-
íà ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðà îïåðàòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé Â1Â2. ßñíî, ÷òî ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèÿ
ìåæäó ôóíêöèÿìè âåðîÿòíî íóæíî áóäåò íåñêîëüêî ïåðåîïðåäåëèòü, èç-çà íåêîììóòàòèâíî-
ñòè îïåðàòîðîâ Âi â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Òàêîå ïðåäîïðåäåëåííîå ïðîèçâåäåíèå, à èìåííî
çâåçäî÷íîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé è ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ýòîé ãëàâå.

Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð Â äåéñòâóþùèé íàä ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H. Îáîçíà÷èì
íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë ñèñòåìû x1, x2, . . . xn êîìïëåêñíûì âåêòîðîì x ò.å. ïðîñòðàíñòâî H
ñîñòîèò èç âåêòîðîâ |x〉. Åñëè íàì óäàëîñü íàéòè ïàðó îïåðàòîðîâ Û è D̂ ïîçâîëÿþùèõ óñòà-
íîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îïåðàòîðîì Â è íåêîòîðîé êëàññè÷åñêîé
ôóíêöèåé fÂ(x) ò.å. 

Û : Â→ fÂ(x)

D̂ : fÂ(x)→ Â

(2.1.1)

ìîæåì ãîâîðèòü î çàäàíèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó êëàññè÷åñêîì è êâàíòîâûìè îïèñàíèÿìè
ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèñòåìà (4.0.47) áûëà ñàìîñîãëàñîâàíà. Òà-
êàÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñõåìà áûëà ïðåäëîæåíà Âåéëîì (1885−1955) äëÿ ôèçè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèè ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ôóíêöèåé Âèãíåðà è îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè è íîñèò íàçâàíèÿ
ñõåìû Âèãíåðà-Âåéëÿ. Â ýòîé ñõåìå ñèñòåìà (4.0.47) èìååò êîíêðåòíóþ ôîðìó:

fÂ(x) = Tr[ÂÛ(x̂)]

Â =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ dxfÂ(x)D̂(x̂)

(2.1.2)

Äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ñèñòåìû

fÂ(x) = Tr[Û(x̂)

∫
dyfÂ(y)D̂(ŷ)] =

∫
dyfÂ(y)Tr[Û(x̂)D̂(ŷ)] (2.1.3)

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèå

Tr[Û(x̂)D̂(ŷ)] = δ(x− y) (2.1.4)

20Â îáùåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî îñíîâíûì ïîñòóëàòàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ íåò
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Ôóíêöèÿ fÂ(x) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì îïåðàòîðà Â. Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì íàçûâàòü îïåðà-

òîðû Û(x̂) è D̂(x̂) îñóùåñòâëÿþùèå ïåðåõîä èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè ê êëàññè÷åñêîé è îáðàòíî,
äåêâàíòàéçåðîì è êâàíòàéçåðîì.

Èç îïðåäåëåíèÿ êâàíòàéçåðà è äåêâàíòàéçåðà âèäíî, ÷òî åñëè ïðîèçâîäèòü çàìåíó
Û(x̂) ←→ D̂(x̂) ñîîòíîøåíèå ñàìîñîãëàñîâàííîñòè íå íàðóøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàðÿäó
ñ íèìè ìîæíî ââåñòè òàêæå ïàðó îïåðàòîðîâ Ûd(x̂) è D̂d(x̂) äóàëüíûõ èì ò.å. îïðåäåëèòü
íîâûå êâàíòàéçåðû è äåêâàíòàéçåðû ïî ôîðìóëàì

Û(x̂) −→ D̂(x̂) ≡ Ûd(x̂) (2.1.5)

D̂(x̂) −→ Û(x̂) ≡ D̂d(x̂) (2.1.6)

Åñëè âîçìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ÷èñëî λ, ÷òî

Û(x̂) = λD̂d(x̂) (2.1.7)

òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ñàìîäóàëüíàÿ ñõåìà.
Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå óìíîæåíèå îïåðàòîðîâ îáëàäàåò ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè, íî

íàðóøàåò êîììóòàòèâíîñòü. Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ãîìåîìîðôíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó îïå-
ðàòîðàìè è ôóíêöèÿìè íåîáõîäèìî ââåñòè äðóãîé âèä óìíîæåíèÿ ìåæäó ñèìâîëàìè îïåðà-
òîðîâ. Èìåííî, åñëè Â, B̂, Ĉ íåêèå îïåðàòîðû äàííîé ñèñòåìû à fÂ(x), fB̂(x), fĈ(x) ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ñèìâîëû, ñîîòíîøåíèå

Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ = ÂB̂Ĉ (2.1.8)

äîëæåí âëå÷ü çà ñîáîé àíàëîãè÷íî ñîîòíîøåíèå äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ

fÂ(x) ? (fB̂(x) ? fĈ(x)) = (fÂ(x) ? fB̂(x)) ? fĈ(x) = fÂ(x) ? fB̂(x) ? fĈ(x) (2.1.9)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîÿñíÿþùèé ïðèìåð. Âîçüìåì äâå âåùåñòâåííûå ôóíêöèè f(x) =
sinx è f2(x) = ln x è ïðåäñòàâèì èõ ïðîèçâåäåíèå â âèäå:

f1(x)f2(x) =

∫ ∫
sin y(δ(x− y)δ(x− z)) ln z (2.1.10)

Ïðåäñòàâèì ñåáå, òåïåðü, ÷òî ìåñòî äåëüòà-ôóíêöèé ìû ìîãëè â ïðèíöèïå áðàòü è äðóãóþ
áîëåå ñëîæíóþ ôóíêöèþ, è òîãäà ìåñòî îáû÷íîãî óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé ìû
èìåëè áû äåëî ñ íåêèì íîâûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè
âèäà

f1(x) ? f2(x) =

∫ ∫
f1(y)K(x, y, z)f2(z)dydz (2.1.11)

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ çâåçäî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì.
ãäå ôóíêöèÿ K(x, y, z) �ÿäðî çâåçäî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ K(x,y, z)

f1(x) ? f2(x) =

∫
dydzf1(y)K(x,y, z)f2(z) (2.1.12)

K(x,y, z) = Tr[D̂(ŷ)D̂(ẑ)Û(x̂)]

Äóàëüíîå ?-ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ÿäðîì äóàëüíûì ê K(x,y, z):

Kd(x,y, z) = Tr[D̂d(ŷ)D̂d(ẑ)Ûd(x̂)] = Tr[Û(ŷ)Û(ẑ)D̂(x̂)] (2.1.13)
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Âèãíåðà W (q, p) åñòü ñèìâîë îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ρ̂(q, q′). Ðàñ-
ñìîòðèì äëÿ ýòîãî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ÷èñåë x = (q, p), ãäå q, p êîîðäèíàòà
è èìïóëüñ ñèñòåìû.

Ââåäåì îäíîìîäíûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ21

â =
q̂ + ip̂√

2
, â† =

q̂ − ip̂√
2

(2.1.14)

êîòîðûå, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ [q̂, p̂] = i óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííîìó ñîîòíîøåíèþ
[ââ†] = 1

Îïðåäåëèì äàëåå êîìïëåêñíûå ÷èñëà α è α∗
α =

q + ip√
2

α∗ =
q − ip√

2

(2.1.15)

êîòîðûå ìû ñìîæåì â äàëüíåéøåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê "êîëè÷åñòâî"ñäâèãà â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî íàáëþäàåìûå q è p ââåäåííûå íàìè, à
òàêæå äðóãèå êàíîíè÷åñêèå ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû èñïîëüçóåìûå íàìè çäåñü è â äàëüíåé-
øåì íåîáÿçàòåëüíî èìåþò ñìûñë êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñèñòåìû. Èìè ìîãóò áûòü, íàïðè-
ìåð íàïðÿæåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è ò.ä.. Î òàêèõ âåëè÷èíàõ, èìåþùèõ
ñòðóêòóðíî-ìîäåëüíûé õàðàêòåð ãîâîðÿò ÷àñòî êàê î êâàäðàòóðàõ èëè î ïåðâîé è âòîðîé
êîìïîíåíòàõ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîèìè íàçâàíèÿìè óòî÷íèâ, êàê ïðàâèëî, â êàæäîì
ñëó÷àå ïðîèñõîæäåíèå êàæäîãî èç èñïîëüçóåìûõ òåðìèíîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòî-
ðà óíè÷òîæåíèÿ

â|α〉 = α|α〉 (2.1.16)

Ðàçëîæèâ êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå â áàçèñå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ |n〉, n = 0, 1, 2, . . . , è âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ ïîëó÷àþò ïðåäñòàâëåíèå

|α〉 =
n=∞∑
n=0

〈n|α〉 · |n〉 =
n=∞∑
n=0

αn√
n!
· |n〉 (2.1.17)

Îðòíîðìèðîâàâ êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ íà åäèíèöó, äàëåå ïèøóò

|α〉 = e−
1
2
|α|2 ·

n=∞∑
n=0

αn√
n!
· |n〉 (2.1.18)(2.1.19)

Íî ïîñêîëüêó â ðàçëîæåíèè (3.0.55) êàæäîå ñîñòîÿíèå |n〉 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ÷åðåç
âàêóóìíîå |0〉 îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ â†

|n〉 = (â†)n|0〉 (2.1.20)(2.1.21)

âûðàæåíèå äëÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì êîìïàêòíîì âèäå

|α〉 = e−
1
2
|α|2eαâ

†|0〉 (2.1.22)(2.1.23)

21Â ðàçíûõ ðàçäåëàõ Ôèçèêè îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ íàçûâàþò òàêæå ïîíèæàþùèì è ïîâû-
øàþùèìè îïåðàòîðàìè
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Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà ôîòîíîâ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè |α〉 ò.å. âåðîÿòíîñòü
èçëó÷åíèÿ nôîòîíîâ èç ñîñòîÿíèÿ |α〉 ñîãëàñíî êâàíòîâîé ìåõàíèêå äàåòñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ
êîýôôèöèåíòà ðàçëîæåíèå êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèå ïî ñîñòîÿíèÿì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ |n〉

Pn = |ϕn|2 = |〈n|α〉|2 = e−|α|
2 (|α|2)n

n!

Ñìûñë ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé α îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ ðàñêðûâàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñðåä-
íåãî êîëè÷åñòâà ÷èñëà áîçîíîâ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè

〈n〉α = 〈α|n̂|α〉 = α · α∗〈α|α〉 = |α|2 (2.1.24)

Òîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü âû÷èñëèâ ñëåä ñ îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè ρ̂α = |α〉〈α|
êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

〈n〉α = Tr[n̂ρ̂α] =
∞∑

m1=0

∞∑
m2=0

m1ϕm1ϕ
∗
m2
Tr[|m1〉〈m2|] (2.1.25)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ôèãóðèðóþùàÿ â ñóììå, îïðåäåëèì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðà-
òîðà Âm1m2 = |m1〉〈m2| ïî ôîðìóëå (1.0.17)

Èìååì,

Ân1n2
m1m2

= 〈n1|m1〉 · 〈m2|n2〉 = δn1m1δn2m2 (2.1.26)

Âû÷èñëèâ äàëåå íóæíûé íàì ñëåä,

Tr[|m1〉〈m2|] =
∞∑

n1=0

δn1m1δn1m2 = δm1m2

∞∑
n1=0

δn1m1 = δm1m2 (2.1.27)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì,

〈n〉α =
∞∑
m=0

m|ϕm|2 = |α|2 · e−|α|2
∞∑
m=0

(|α|2)m

m!
= |α|2 (2.1.28)

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ÷èñëà áîçîíîâ ìîæíî òåïåðü íàïèñàòü â âèäå:

Pn(α) = e−〈n〉α
(〈n〉α)n

n!
(2.1.29)

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ÷èñëà áîçîíîâ â ðàçëè÷íûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ,
òàêèì îáðàçîì, îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà(1781�1840). Ïðî ðåçóëüòàò
(2.1.29) ãîâîðÿò, ÷òî â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ñòàòèñòèêà ôîòîíîâ ïóàññîíîâñêàÿ.

Èç âûðàæåíèÿ (3.0.56) âèäíî, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê
êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ñ α = 0.

Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèå êàê è îñíîâíîå èëè âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ìèíèìèçèðóþò âîëíîâîé
ïàêåò ò.å. ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êâàíòîâîé ñèñòåìû
îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â êâàíòîâûõ èññëå-
äîâàíèÿõ áëàãîäàðÿ ñâîåé îñîáîé ðîëè: â ñëó÷àå êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
ýòî ñàìûå áëèçêèå èç êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà áëèçêèõ ïî ñïîñîáó îïèñàíèÿ ê
êëàññè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Òåðìèí "êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå"áûë
èíàãóðèðîâàí â ðàáîòå Ãëàóáåðà (ð. 1925ã.) êîòîðûé îáîáùèë íàéäåííóþ Øðåäèíãåðîì êîãå-
ðåíòíîå ñîñòîÿíèå ìèíèìèçèðóþùåãî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà íà ñëó÷àé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êàê ñóïåðïîçèöèþ ãàðìîíè÷åñêè îñöèëëèðóþùèõ ïîëåé.
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Êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿþò ïîëíûé áàçèñ. Â ñàìîì äåëå,∫
d2α
|α〉〈α|
π

=
n=∞∑
n=0

|n〉〈n| = 1 (2.1.30)

Âû÷èñëÿÿ äèñïåðñèþ

σnn = 〈n2〉 − 〈n〉2 (2.1.31)

Ïîëó÷àåì,

mn =
σnn
〈n〉

= 1 (2.1.32)

Ïàðàìåòð mn íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì Ìàíäåëÿ (1927 � 2001) [1]. Ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ ïîç-
âîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ïî âåëè÷èíå åãî îòêëîíåíèÿ îò åäèíèöû.
Òàê, ñîñòîÿíèÿ äëÿ êîòîðûõ

mn =
σnn
〈n〉

> 1 (2.1.33)

ïðèíÿòî íàçûâàòü ñóïåðïóàññîíîâñêèìè, à ñîñòîÿíèÿ â êîòîðûõ

mn =
σnn
〈n〉

< 1 (2.1.34)

íàçûâàþò ñóáïóàññîíîâñêèìè.

〈x2〉n − 〈x〉2n =
1

2
〈n|(â+ â†)2|n〉 =

1

2
〈n|2â†â+ 1|n〉 =

1

2
+ n (2.1.35)

Âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ êâàíòîâîé ôèçèêè è â ÷àñòíîñòè â êâàíòîâîé îïòèêè î÷åíü âàæíóþ
ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìûé îïåðàòîð ñäâèãà D̂(â, â†, α, α∗)

D̂(â, â†, α, α∗) = e(αâ†−α∗â) = ei(pq̂−qp̂) (2.1.36)

Ýòî íàçâàíèå îáóñëîâëåíî ñ òåì, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà ñäâèãà ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó íà
âåëè÷èíó α â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå îïåðàòîðà ñäâèãà íà âàêóóìíîå
ñîñòîÿíèå ïåðåâîäèò åãî â êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì
ñäâèãà íà âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå. Èìååì,

D̂(α)|0〉 =
1
2

[αâ†,−α∗â] · eαâ† · 1̂|0〉 = |α〉 (2.1.37)

Òåïåðü ñìûñë îïåðàòîðà ñäâèãà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì. Â äàëüíåéøåì, ðàäè êðàòêîñòè
îïåðàòîð ñäâèãà áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî D̂(α).

Ëåãêî ïîëó÷èòü òàêæå âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψα(x) = 〈x|α〉 êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ â êî-
îðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî â óðàâíåíèè (2.1.16) ïåðåéòè ê êîîðäè-
íàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ óìíîæèâ îáå ÷àñòè (2.1.16) ñëåâà íà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå |x〉 è
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé 1.1.12 äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ â êîîðäèíàòíîì áàçèñå. Òî-
ãäà ïîëó÷èì, ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dx1dx2〈x1|â|x2〉 · 〈x|x1〉 · 〈x2|α〉 = α〈x|α〉 (2.1.38)

Ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ â êîîðäèíàò-
íîì áàçèñå, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

1√
2

(x+∇x)ψα(x) = αψα(x) (2.1.39)
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Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.37) õîðîøî èçâåñòíûé íàì ãàóññèàí

ψα(x) =
e
−
|α|2

2
4
√
π
· e
√

2αx−
x2

2 (2.1.40)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè ò.å. âîëíîâûå ôóíêöèè

ψn(x) = 〈x|n〉

. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

n̂|n〉 = n|n〉 (2.1.41)

óìíîæèâ ýðè óðàâíåíèå ñëåâà íà |x〉 è ïåðåéäÿ â îïåðàòîðå n̂ ê åå ìàòðèöå â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè,

〈x|n̂|y〉 =
1

2
(−∇2

x + x2 − 1)δ(x− y) (2.1.42)

Óðàâíåíèå ïîëó÷åííîå íàìè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà â êîîðäèíàòíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

Ĥxψn(x) = εnψn(x) (2.1.43)

ñî ñîáñòâåííûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè

εn =
1

2
+ n (2.1.44)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.41) èìååò âèä

ψn(x) =
1√
2nn!

π1/4e
−
x2

2 Hn(x) (2.1.45)

ãäå Hn(x) òàê íàçûâàåìûå ïîëèíîìû Ýðìèòà

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè n = 0 êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ïåðåõîäèò â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îñöèë-
ëÿòîðà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ Â íà ñîñòîÿíèÿ ψ â êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 22

Âψ =
∑
ν

Aµνψν (2.1.46)

ãäå èíäåêñû µ, ν ïîêàçûâàþò äèñêðåòíûé èëè íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñîñòîÿíèé ïî êîòîðûì
âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè æå ñëåäîâ îïåðàòîðîâ âàæíî ïîìíèòü èíâàðèàíò-
íîñòü ñëåäà îò âûáîðà áàçèñà â êîòîðîì îí áåðåòñÿ.

Ââåäåì òåïåðü îïåðàòîð èíâåðñèè (îïåðàòîðà ÷åòíîñòè) Î. Äåéñòâèå îïåðàòîðà èíâåðñèè
íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Îxψ(x) =

∫ +∞

−∞
Ixyψ(y)dy = ψ(−x) (2.1.47)

22â çàäàííîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðîâ è ñîñòîÿíèè
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ò.å. ÿäðî îïåðàòîðà èíâåðñèè äåëüòà ôóíêöèÿ Ixy = δ(x+ y).
Ëåãêî îïðåäåëèòü òàêæå äåéñòâèå îïåðàòîðà ÷åòíîñòè íà êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

â ïðîèçâîëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ó÷åñòü î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà

Î|q〉 = | − q〉, Î|p〉 = | − p〉 (2.1.48)

Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü,

Î|ψ〉 = Î
∑
q′

ψ(q′)|q′〉 =
∑
q′

ψ(q′)| − q′〉 =
∑
q′

ψ(−q′)|q′〉 (2.1.49)

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ÷åòíîñòè àíòèêîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè êîîðäèíàòû è èìïóëü-
ñà. Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì îòäåëüíî äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Î q̂ è q̂Î íà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå
|ψ〉 â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå H.

Èìååì,

Î q̂|ψ〉 =
∑
q′

q′ψ(q′)| − q′〉 = −
∑
q′

q′ψ(−q′)|q′〉 (2.1.50)

è
q̂Î|ψ〉 =

∑
q′

ψ(q′)(−q′)| − q′〉 = +
∑
q′

q′ψ(−q′)|q′〉 (2.1.51)

Ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì

Î q̂ + q̂Î = {Î q̂} = 0 (2.1.52)

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà, íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ (4.0.66), ïîëó÷èì

Î p̂+ p̂Î = {Î p̂} = 0 (2.1.53)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòè ñâîéñòâà
â âèäå

{Î â} = {Î â†} = 0 (2.1.54)

Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ÷åòíîñòè ñëåäóþò òàêæå ñâîéñòâà

Î† = Î , Î−1 = Î , Î2 = Î (2.1.55)

Ñëåä îïåðàòîðà èíâåðñèè òàêæå áåðåòñÿ ýëåìåíòàðíî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

TrÎ =

∫ +∞

−∞
δ(2x)dx =

1

2
(2.1.56)

Îïåðàòîð èíâåðñèè â ïðåäñòàâëåíèè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé åñòåñòâåííî îïðåäåëÿòü êàê

Î(â, â†) = (−1)â
†â ≡ (−1)n̂ (2.1.57)

Äåéñòâèòåëüíî äåéñòâèå òàêîãî îïåðàòîðà íà êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ |n〉, n = 0, 1, 2, . . .
äàñò

Î|n〉 = (−1)n|n〉 (2.1.58)

ò.å. îïðåäåëÿåò ÷åòíîñòü ñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîãî èëè íå÷åòíîãî ÷èñëà ÷àñòèö
â íåì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà îïåðàòîðà ÷åòíîñòè â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè íàõîäèì ÿâíûé âèä åãî
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
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Inm = 〈n|Î|m〉 = δnme
iπn (2.1.59)

TrÎ =
∞∑
n=0

eiπn =
1

1− eiπ
=

1

2
(2.1.60)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èç-çà íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ, ïðè ðàáîòå ñî ñëîæíûìè
ôóíêöèÿìè îò îïåðàòîðîâ íåîáõîäèìî ïðîÿâèòü îñòîðîæíîñòü.

eÂB̂e−Â = B̂ + [ÂB̂] +
1

2
[Â[ÂB̂]] +

1

3!
[Â[Â[ÂB̂]]] + . . .+ (2.1.61)

Ýòà - òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Áåéêåðà-Êýìáåëëà-Õàóñäîðôà (Baker-Campbell-Hausdor�
formula).

èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî åñëè îïåðàòîðû Â è B̂ äîïîëíèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

[[ÂB̂]Â] = [[ÂB̂]B̂] = 0 (2.1.62)

òî âûðàæåíèå (2.1.18) óïðîùàåòñÿ,

eÂeB̂ = e(Â+B̂) · e
1
2

[ÂB̂] (2.1.63)(2.1.64)

Òåïåðü, ìû äîñòàòî÷íî ïîäãîòîâëåíû, ÷òîáû èçó÷àòü íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñäâè-
ãà. Ñíà÷àëà, çàìåòèì, ÷òî èç ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà èíâåðñèè, äëÿ ââåäåííîé íàìè
îïåðàòîðà ñäâèãà (4.0.63) ìîæíî íàïèñàòü

ÎD̂(α) = e(−αâ†+α∗â)Î = D̂(−α)Î (2.1.65)

Äàëåå èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé îïåðàòîðà ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ëåãêî óñòà-
íîâèòü

D̂(α)D̂(β) = D̂(α + β) · e
1
2

(αβ∗−βα∗) (2.1.66)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå α = β, èìååì

D̂(α)D̂(α) = D̂(2α) (2.1.67)

Ïðè α = −β, ïîëó÷àåì ñâîéñòâî

D̂(α)D̂(−α) = D̂(0) = 1̂ (2.1.68)

ò.å. îïåðàòîð D̂−1(α) îáðàòíûé ê îïåðàòîðó ñäâèãà ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà α.

D̂−1(α) = D̂(−α) (2.1.69)

Èç ðàâåíñòâà (3.0.75) è ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñäâèãà D̂†(α) = D̂(−α) ñëåäóåò óíèòàðíîñòü îïå-
ðàòîðà ñäâèãà

D̂†(α)D̂(α) = D̂(α)D̂†(α) = 1̂

g −→ Tg, g1g2 −→ Tg1Tg2

Èç ôîðìóëû (3.0.79) ñëåäóåò, ÷òî ëó÷ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ îäèíàêîâûìè ôàçàìè ãîìåî-
ìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ â ãðóïïó îïåðàòîðîâ D̂(α):
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α −→ D̂(α), D̂(α)D̂(β) = D̂(α + β)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ëó÷åâîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ñëåä îïåðàòîðà D̂(α). Èìååì,

Tr[D̂(α)] = Tr[ei(pq̂−qp̂)] = e
iqp
2 Tr[eipq̂ · e−iqp̂] = e

iqp
2

∫ +∞

−∞
dp′〈p′|eipq̂ · e−iqp̂|p′〉 =

e
iqp
2

∫ +∞

−∞
dp′e−iqp

′ · 〈p′|eipq̂|p′〉 (2.1.70)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà, âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì∫ +∞

−∞
dq′|q′〉〈q′| = 1̂

〈p′|eipq̂|p′〉 =

∫ +∞

−∞
dq′〈p′|eipq̂|q′〉 · 〈q′|p′〉 =

∫ +∞

−∞
dq′eipq

′ |〈p′|q′〉|2 = δ(p) (2.1.71)

ïîñêîëüêó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâîáîäíîé âîëíû

〈q|p〉 =
eiqp√

2π
, 〈p|q〉 =

e−ipq√
2π

(2.1.72)

Îêîí÷àòåëüíî,
Tr[D̂(q, p)] = πδ(p)δ(q)

Ââåäåì òåïåðü äðóãîé îïåðàòîð ñîãëàñíî ôîðìóëå

Û(x̂) = Û(q̂, p̂) = kD̂(α)ÎD̂(−α) (2.1.73)

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ââåäåí ñèìâîë x̂ îáîçíà÷àþùèé ïàðó îïåðàòîðîâ (q̂, p̂).
Ïîäñ÷èòàåì ñíà÷àëà ñëåä îïåðàòîðà Û(x̂). Èìååì,

Tr[Û(x̂)] = kTr[D̂(α)ÎD̂(−α)] = kTr[ÎD̂(−α)D̂(α)] =
1

2
k (2.1.74)

Ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäà ìû ó÷ëè, ÷òî îïåðàòîðû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ïîä çíàêîì ñëåäà, è
ñâîéñòâî (4.0.82).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåä

Tr[ρ̂Û(q, p, q̂, p̂)] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdyρxyUyx(q, p) (2.1.75)

è ïîêàæåì, ÷òî ïðî îïðåäåëåíèè êâàíòàéçåðà ïî (2.1.50), îí ïðèâîäèò íàñ ê ôóíêöèè Âèãíåðà
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû k. Èìååì,

Uyx(q, p) = 〈y|Û(α, α∗)|x〉 = k〈y|D̂(2α, 2α∗)| − x〉 (2.1.76)

Âû÷èñëÿåì íóæíûé íàì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈y|D̂(q, p, q̂, p̂)|x〉 = 〈y|ei(pq̂−qp̂)|x〉 = e−
i
2
pq〈y|eipq̂ · e−iqp̂|x〉 = e−

i
2
pqeipy〈y|e−iqp̂|x〉 (2.1.77)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà èìïóëüñà êàê ãåíåðàòîðà îïåðàòîðà òðàíñëÿöèè

e−iqp̂|x〉 = |x+ q〉 (2.1.78)
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îêîí÷àòåëüíî èìååì,
Uyx(q, p) = ke−i2pqei2pyδ(x+ y − 2q) (2.1.79)

Ïîäñòàâèâ ýòîò ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â ôîðìóëó (2.1.52) è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî x ïîëó÷àåì
ôóíêöèþ

W (q, p) = ke−i2pq
∫ +∞

−∞
dy〈2q − y|ρ̂|y〉ei2py =

1

2π

∫ +∞

−∞
〈q +

u

2
|ρ̂|q − u

2
〉e−iupdu (2.1.80)

ãäå ìû ñîâåðøèëè çàìåíó ïåðåìåííûõ ñîãëàñíî

y = q − u

2

è ïîëîæèëè ñâîáîäíûé ïàðàìåòð k ðàâíûé
1

2π
. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèìâîë

Âåéëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå êâàíòàéçåðà è äåêâàíòàéçåðà ñîâïàäà-
åò ñ ôóíêöèåé Âèãíåðà ââåäåííîé íàìè ðàíåå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êâàçèâåðîÿòíîñòíîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Èìåííî òàêîé ðåçóëüòàò è ñëåäîâàëî áû íàì
îæèäàòü, ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ "êâàíòîâàíèå"äîëæíà áûëà ïîçâîëèòü íàì îïèñàòü êâàíòî-
ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè, à îïåðàöèÿ "äåêâàíòîâàíèå� îáåñïå÷èòü íàñ
ôóíêöèåé Âèãíåðà ïðèãîäíîé äëÿ êëàññèôèêàöèè "ïî÷òè êëàññè÷åñêèõ"òàê è "óëüòðà êâàí-
òîâûõ"ñîñòîÿíèé.

Åñëè áû ìû âû÷èñëÿëè ñëåä â êîãåðåíòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Tr[ρ̂Û(α, α∗, â, â†)] (2.1.81)

òî ìû ïîëó÷èëè áû òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ Ãëàóáåðà (ð.1925)-Ñóäàðøàíà(ð. 1931)

PG−S(α, α∗) = Tr[ρ̂Û(α, α∗, â, â†)] (2.1.82)

Îïðåäåëèì òåïåðü äåêâàíòàéçåð D̂(x̂) ïîëîæèâ

D̂(x̂) =
1

2π
Û(x̂) (2.1.83)

Ïðîâåðèì íîðìèðîâêó (2.1.4)

Tr[Û(x̂)D̂(ŷ)] =
1

2π
Tr[D̂(2αx)D̂(−2αy)] = δ(x− y) (2.1.84)

Ðàññìîòðèì äàëåå ñëåäóþùèå ñëåäû

Tr[D̂(q1, p1)D̂(q2, p2)Û(q, p)] =
2

π2
Tr[D̂(2α1)D̂(−2α2)D̂(2α)Î] (2.1.85)

Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû (2.1.64) ïîëó÷èì,

Tr[D̂(x̂1)D̂(x̂2)Û(x̂)] =
2

π2
e4iIm(α1α∗2−α∗(α1−α2))Tr[D̂(2α + 2α1 − 2α2)Î] =

2

π2
e4iIm(α1α∗2+α∗(α1−α2))

(2.1.86)
Âûÿñíèì ñìûñë âûðàæåíèÿ ñòîÿùåãî â ýêñïîíåíòå. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïëîùàäü íà

ðèñóíêå 2.

S =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
q1 − q2 p1 − p2 0
q − q2 p− p2 0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

1

2
((q1 − q2)(p− p2)− (p1 − p2)(q − q2)) (2.1.87)
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Ñðàâíèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ âûðàæåíèåì ñòîÿùèì â ýêñïîíåíòå ñëåäà, ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó:

Tr[D̂(q′, p′)D̂(q′′, p′′)Û(q, p)] =
2

π2
e4iS (2.1.88)

Ëåãêî ïîäñ÷èòàòü â îáùåì ñëó÷àå

Tr[D̂(x1)D̂(x2) . . . D̂(xn)Û ] =

{
δ(x1 + x2 + · · ·+ xn), åñëè n íå÷åòíî

1

2
, åñëè n ÷åòíî

(2.1.89)
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2.2 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è ôóíêöèè Ãðèíà

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ

∂f

∂t
+ ṗ

∂f

∂p
+ q̇

∂f

∂q
= 0 (2.2.1)

Èíòåãðàëàìû äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû I(q1, q2, . . . , qs, p1, p2, . . . ps, t) äèíàìè÷åñêèå
ôóíêöèè îò 2s+1 îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ è çàâèñÿùèõ ÿâíî îò âðåìåíè êîòîðûå
îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè âäîëü èñòèííûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû

I(q, p, t) = I(q0, p0, t) (2.2.2)

Ïðîñòåéøèìè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñèñòåìû
â íà÷àëüíûé ìîìåíò äâèæåíèÿ ñèñòåìû{

q0 = q0(q, p, t)
p0 = p0(q, p, t)

(2.2.3)

íàïðèìåð â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ H =
p2

2
òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè{

q0(q, p, t) = q − pt
p0(q, p, t) = p

(2.2.4)

à â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â ãðàâèòàöèîííîì ( èëè ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå) ñ íàïðÿæåííîñòüþ −→g
èíòåãðàëû äâèæåíèÿ èìåþò íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé âèä q0(q, p, t) = q − pt+

gt2

2
p0(q, p, t) = p− gt

(2.2.5)

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(q, p, t) =

∫
f(q′, p′)G(q, p, q′, p′, t)dq′dp′ (2.2.6)

ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

G(q, p, q′, p′, t) = δ(q′ − q0(q, p, t))δ(p′ − p0(q, p, t)) (2.2.7)

Â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà

Gfree(q, p, q
′, p′, t) = δ(q′ − q + pt)δ(p′ − p) (2.2.8)

è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèå (ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ)

ffree(q, p, t) = e
−

(q − pt)2

2 e
−
p2

2 (2.2.9)

Â ñëó÷àå æå äâèæåíèÿ â ïîëå ñ ïîñòîÿííûì íàïðÿæåíèåì ôóíêöèÿ Ãðèíà

Gg(q, p, q
′, p′, t) = δ(q′ − q + pt− gt2

2
)δ(p′ − p+ gt) (2.2.10)

è ðåøåíèå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ
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fg(q, p, t) = e
−

(q − pt+ gt2

2
)2

2 e
−

(p− gt)2

2 (2.2.11)

Îáîáùåíèå ðàññìîòðåííûõ ïðîñòûõ çàäà÷ ïðèâîäèò íàñ ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëîâ äâè-
æåíèÿ â êâàíòîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ Ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
1

2

−̂→
QB̂(t)

−̂→
Q +

−→
C (t)

−̂→
Q =

2N∑
α,β=1

B(t)α,βQ̂αQ̂β +
2N∑

α,β=1

Cα(t)Q̂α (2.2.12)

ñ âåêòîðíûì îïåðàòîðîì

−̂→
Q = (p̂1, p̂2, . . . , p̂N , q̂1, q̂2, . . . , q̂N) (2.2.13)

èç 2N îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Ìàòðèöà B̂(t) è âåêòîð
−→
C (t) ñ÷èòàþòñÿ çà-

äàííûìè. Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàì ïîíàäîáèòñÿ êîììóòàöèîííûå ñâîéñòâà ââåäåííîé

íàìè âåêòîðíîãî îïåðàòîðà
−̂→
Q . Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ñíà÷àëà êîììóòàòîð

[Q̂αQ̂β] = Σ̂α,β (2.2.14)

ðàññìîòðåâ òîëüêî äâå ìîäû îñöèëëÿòîðà ò.å. äëÿ N = 2. Ïåðåáèðàÿ òîãäà îïåðàòîðû
Q̂α = q̂1, q̂2, p̂1, p̂2, è ïîëüçóÿñü îäíîìîäîâûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè Ãåéçåíáåðãà,
ïîëó÷àåì

Σ̂α,β =


0 0 −i 0
0 0 0 −i
i 0 0 0
0 i 0 0

 (2.2.15)

Íåïîñðåäñòâåííî îáîáùèâ ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé N ìîä, íàïèøåì

Σ̂α,β = i

(
0 (−1̂)N

(1̂)N 0

)
(2.2.16)

Ñëåäóþùèé êîììóòàòîð êîòîðûé íàì ïîíàäîáèòñÿ

[Q̂γ, Q̂αQ̂β] = Σ̂γ,αQ̂β + Q̂αΣ̂γ,β (2.2.17)

Ýòà çàäà÷à çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå ìíîãèõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷.
Çàäà÷à î ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóëàõ â ïðèáëèæåíèè îïòè÷åñêèé âîëíîâîä, óðàâíåíèå Ìàêñ-
âåëëà

Çàäà÷à î ïðîõîæäåíèè êëàññè÷åñêîãî ñâåòà (áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè) ÷åðåç âîëíîâîä ñâî-
äèòñÿ ê óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, â êîòîðîì ðîëü âðåìåíè èãðàåò z-êîîðäèíàòà, ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ n(r) èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëà.

(∆ + k2)Aµ = 0 (2.2.18)

óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà
Ôîê è Ëåîíòîâè÷ çàìåòèëè, ÷òî Az � Azz
óðàâíåíèå ïîõîæå íà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Aµ = (E,H) (2.2.19)

Èùåì â âèäå
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E(r) = A(x, y, z)eikz (2.2.20)

(ik
∂

∂z
+ ∆2 + k2(x, y, z))A(x, y, z) = 0 (2.2.21)

Ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâèì â âèäå

Ĥ =
1

2
(p̂, q̂)

(
1 0
0 ω2(t)

)(
p̂
q̂

)
(2.2.22)

äðóãàÿ çàäà÷à ñâîäÿùåãîñÿ ê òàêîìó Ãàìèëüòîíèàíó åñòü çàäà÷à î äâèæåíèè ýëåêòðîíà
â ìàãíèòíîì ïîëå ñ âêëþ÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ĥ =
(−̂→p − e

−→
A )2

2m
− eE(r) (2.2.23)

Íåïîñðåäñòâåííî îáîáùèâ âèä ðàíåå ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äëÿ îäíîìîäîâîãî
êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà, èùåì èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â âèäå

−̂→
I (t) = Λ̂(t)

−̂→
Q +

−̂→
∆(t) (2.2.24)

ãäå ìàòðèöà Λ̂(t) è îïåðàòîð-âåêòîð
−̂→
∆(t) íåèçâåñòíûå ïîêà íàì âåëè÷èíû ïðåäñòîÿùèå

îïðåäåëåíèþ.
Îïðåäåëèì äàëåå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

−̂→
I (t = 0) =

−̂→
Q (2.2.25)

èíà÷å,

Λ̂(t = 0) = 1̂2N⊗2N ,
−̂→
∆(t = 0) =

−̂→
0 (2.2.26)

Åñëè
−̂→
I (t) äåéñòâèòåëüíî èíòåãðàë äâèæåíèÿ, íàì óäàñòñÿ èç óñëîâèÿ

∂Îα(t)

∂t
+ i[ĤÎα(t)] = 0 (2.2.27)

îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå Λ̂(t) è
−̂→
∆(t). Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîïûòàåìñÿ âûáðàòü ýòè âåëè-

÷èíû òàêèì îáðàçîì,
−̂→
I (t) óäîâëåòâîðÿë óðàâíåíèþ (2.2.23).

Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà êîììóòàòîð [Îα(t)Ĥ]. Èìååì,
Â ýòîé ãëàâå ìû âûâåäåì ðÿä íîâûõ è èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì ïî

íîâîìó ñìîòðåòü íà èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Òåêóùåå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû ò.å. âðå-
ìåííûå ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå |ψ, t〉.
Ââåäåì îïåðàòîð ýâîëþöèè Û(t) ïåðåâîäÿùèì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 ñèñòåìû â òåêóùóþ
|ψ, t〉 ïðåîáðàçîâàíèåì

|ψ, t〉 = Û(t)|ψ〉 (2.2.28)

Â ïðåäåëå t→ 0 äîëæíî áûòü

lim
t→0

Û(t) = 1̂ (2.2.29)

Ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ýâîëþöèè ÿâëÿåòñÿ åãî óíèòàðíîñòü âûòåêàþùèì
èç ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:
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〈ψ|ψ〉 = 〈ψ, t|ψ, t〉 = 〈ψ|Û †(t)Û(t)|ψ〉 = 1 (2.2.30)

îòñþäà,
Û †(t)Û(t) = Û(t)Û †(t) = 1̂ (2.2.31)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè îïðåäåëåíèå (4.1.1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

ψ(x, t) =

∫ +∞

−∞
U(t, x, y)ψ(y)dy (2.2.32)

Â íàèáîëåå îáùåì âèäå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ψ èìååò âèä:

i
∂|ψ, t〉
∂t

= Ĥ|ψ, t〉 (2.2.33)

Â îòëè÷èè îò ïðîöåññà èçìåðåíèÿ, êîòîðûé íîñèò ñóãóáî ñòîõàñòè÷åñêèé (ñëó÷àéíûé) õà-
ðàêòåð, óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà îïèñûâàåò âïîëíå äåòåðìèíèñòè÷åñêèé ïðîöåññ âðåìåííîé
ýâîëþöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû. Â ýòîì ñìûñëå îíî àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêå â ôîðìå Íüþòîíà èëè Ãàìèëüòîíà. Èç ýòîé ôîðìû ëåãêî ïåðåéòè ê x-
ïðåäñòàâëåíèþ ðàçëîæèâ ñîñòîÿíèå |ψ〉 è ãàìèëüòîíèàí Ĥ â ïðîñòðàíñòâåííîì áàçèñå |x〉
ò.å. ïåðåéäÿ ó óðàâíåíèè ê ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì ñîñòîÿíèé-âåêòîðîâ è îïåðàòîðîâ ïî
ôîðìóëàì:

|ψ〉 =

∫ +∞

−∞
dx|x〉 · 〈x|ψ〉, Ĥ =

∫ ∫
H(x, x′)|x〉〈x′| (2.2.34)

Òîãäà ïîëó÷èì,

i

∫ +∞

−∞
dx|x〉

(
∂

∂t
〈x|ψ〉

)
=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dxdx′|x′〉 ·H(x, x′)〈x|ψ〉 (2.2.35)

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè áàçèñíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ |x〉 áóäåì èìåòü

i
∂ψ(x)

∂t
=

∫ +∞

−∞
H(x, x′)ψ(x′)dx′ (2.2.36)

Óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïîëó÷èòñÿ â âèäå ñèñòåìû:
i
∂Û(t)

∂t
= ĤÛ(t)

Û(0) = 1̂

(2.2.37)

Åñëè Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, óðàâíåíèå (3.1.10) òî÷íî ðåøà-
åòñÿ è äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ìû ïîëó÷àåì

Û(t) = e−iĤt (2.2.38)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

G(x, x′, t) = 〈x|Û(t)|x′〉 = U(t, x, x′) (2.2.39)

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà, â ñèëó ñâîéñòâà (4.1.2), äîëæíà ïîä÷èíÿòñÿ íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ
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G(x, x′, 0) = δ(x− x′) (2.2.40)

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ôóíêöèÿ Ãðèíà èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê àìïëèòóäà ïåðåõîäà
ñèñòåìû èç òî÷êè x â òî÷êó y ïî êàêîìó ëèáî "ïóòè ïðè÷åì òàêèõ àìïëèòóä â êâàíòîâîé
ìåõàíèêå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî â îòëè÷èè îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè â êîòîðîé èñòèííûìè
òðàåêòîðèÿìè ìîãóò áûòü ëèøü òå êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.
Â ýòîì àñïåêòå ôóíêöèþ Ãðèíà íàçûâàþò òàêæå ïðîïàãàòàðîì.

Ñ ââåäåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèå (4.1.2) çàïèøåòñÿ â áîëåå åñòåñòâåííîé èíòåãðàëü-
íîé ôîðìå:

ψ(x, t) =

∫ +∞

−∞
dyG(x, y, t)ψ(y) (2.2.41)

Ìîæåì ãîâîðèòü ïðî ôóíêöèþ Ãðèíà êàê îá èíòåãðàëüíîãî ÿäðå îïåðàòîðà ýâîëþ-
öèè. Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ Ãðèíà ëåãêî ïîëó÷èòü ïîäñòàâèâ åå èíòåãðàëüíîå îïðåäåëåíèå
(4.1.10) â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè (4.1.7):

i
∂G(x, y, t)

∂t
=

∫ +∞

−∞
dzH(x, z)G(z, y, t) (2.2.42)

èëè ∫ +∞

−∞
dz

(
H(x, z)− iδ(x− z)

∂

∂t

)
G(z, y, t) = 0 (2.2.43)

Åñëè èçâåñòåí ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, òî ðåøèâ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.1.14) íàõîäÿò
ôóíêöèþ Ãðèíà. Ïî ôîðìóëå (4.1.12) ìîæíî çàòåì îïðåäåëÿòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ íàçûâàþò ñðåäíåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé íà-
áëþäàåìîé âåëè÷èíû J íåèçìåííîå ñî âðåìåíåì:

∂

∂t
〈ψ, t|Ĵ |ψ, t〉 = 0 (2.2.44)

èíà÷å,

〈ψ, t|Ĵ(t)|ψ, t〉 = 〈ψ, t = 0|Ĵ(0)|ψ, t = 0〉 (2.2.45)

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, ýòî óñëî-
âèå ìîæíî òàêæå âûðàçèòü îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì

∂

∂t
Ĵ(t) + i[Ĥ(t)Ĵ(t)] = 0 (2.2.46)

Ñîõðàíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ĵ(t) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ñèñòåìû
ìîæíî òàêæå âûðàçèòü óñëîâèåì

Trρ̂(t)Ĵ(t) = Trρ̂(t = 0)Ĵ(t = 0) (2.2.47)

Ïîëüçóÿñü îïåðàòîðîì ýâîëþöèè ìîæíî çàïèñàòü

J(t) = 〈ψ, t|Ĵ |ψ, t〉 = 〈ψ|Û †(t)Ĵ(t)Û(t)|ψ〉 (2.2.48)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ìîæíî òàêæå âû-
ðàçèòü îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì
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∂

∂t
(Û †(t)Ĵ(t)Û(t)) = 0 (2.2.49)

Íàïðèìåð, èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ áóäóò ÿâëÿòüñÿ âñå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè êîììóòèðóþùèì ñ îïåðàòîðîì ýâîëþöèè è íå çàâèñÿùåì ÿâíî
îò âðåìåíè.

Ìû óêàæåì çäåñü íà ðÿä ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå êîòîðûå èã-
ðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èõ íàõîæäåíèè. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ F̂ îò îïåðàòîðà Ĵ(t) áóäåì ñàì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

Trρ̂(t)F̂ (Ĵ(t)) = Trρ̂(t = 0)F̂ (Ĵ(t = 0)) = Trρ̂(t = 0)F̂ (t = 0) (2.2.50)

Èç (4.1.17) ëåãêî ñîñòàâèì òåïåðü ñëåäóþùèé èíòåãðàë äâèæåíèÿ

Ĵ(t) = Û(t)Ĵ(0)Û †(t) (2.2.51)

ãäå îïåðàòîð Ĵ(0) íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âî âðåìåíè îïåðàòîð.
Ïðîñòåéøèìè èíòåãðàëàìû äâèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàíòîìåõàíè÷åñêèå àíàëîãû èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ (2.2.3), êîòîðûå â ñèëó (2.2.44) íàïèøåì â âèäå

q̂0(t) = Û(t)q̂Û †(t), p̂0(t) = Û(t)p̂Û †(t) (2.2.52)

Èç ñâîéñòâà (2.2.43) òîãäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ íàáëþäàåìàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îïåðàòîðîì âèäà F̂ (q̂0(t), p̂0(t)) åå ñðåäíåå çíà÷åíèå áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé â òå÷åíèè
âñå÷ ýâîëþöèè ñèñòåìû ò.å. F èíòåãðàë äâèæåíèÿ.

Âòîðîå âàæíî ñâîéñòâî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðîâ

Ĵ(t)|ψ, J〉 = J |ψ, J〉 (2.2.53)

î ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (2.2.44) îïåðàòîð Ĵ(t) óíèòàðíî-ýêâèâàëåíòåí íå çàâèñÿùåì îò âðåìå-
íè îïåðàòîðó Ĵ(0), åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè ïîñêîëüêó îíè
ðàâíûå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà Ĵ(0).

Äîïóñòèì ìû ñìîãëè íàéòè îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â âèäå âîëíîâîé ôóíê-
öèè ψ(q, t) è ïóñòü Ĵ(q̂, p̂, t) îäèí èç èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äàííîé ñèñòåìû. Òîãäà, ôóíêöèÿ

|φ, t〉 = Ĵ(q̂, p̂, t)|ψ, t〉 (2.2.54)

áóäåò òàêæå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Â ñàìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèé
(2.2.11) è (2.2.42) ñîñòîÿíèå |φ〉 ïðåäñòàâèìî â âèäå

|φ, t〉 = Ĵ(q̂, p̂, t)|ψ, t〉 = Û(t)Ĵ(0)|ψ〉 (2.2.55)

òîãäà ïðèìåíèâ ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,

i
∂|φ, t〉
∂t

(2.2.56)

ïîëó÷èì, â ñèëó (2.2.30)

i
∂|φ, t〉
∂t

= ĤÛ(t)Ĵ(0)|ψ〉 = Ĥ|φ, t〉 (2.2.57)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ äàåò íàì ðåöåïò íàõîæäåíèÿ âñåõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ò.å. íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîñòîÿíèé êâàíòîìåõàíè÷åñêèé ñè-
ñòåìû) åñëè íàì èçâåñòíû âñå åå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ.
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Âûðàæåíèå (4.1.18) ïåðåïèøåì â âèäå óðàâíåíèÿ

Ĵ(t)Û(t) = Û(t)Ĵ(0) (2.2.58)

Ïåðåéäÿ â (4.1.19) â x-ïðåäñòàâëåíèå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè (4.1.11) ïåðåïè-
øåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ Ãðèíà:∫ +∞

−∞
U(t, x, x′)J(0, x′, y)dx′ =

∫ +∞

−∞
J(t, x, x′)U(t, x′, y)dx′ (2.2.59)

â îïåðàòîðíîì âèäå

Ĵ(t, x)
−→
G(x, y, t) = λ(x, y)

−→
G(x, y, t) (2.2.60)

ãäå λ(x, y) = Ĵ tr(0)x,y, âûðàæåíèå (4.1.21) íåîáõîäèìî ïîíèìàòü â ñìûñëå (4.0.19)−(4.0.20).
Óðàâíåíèå (4.1.21) ñâîäèò çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ê

îòûñêàíèþ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ çàäàííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Åñëè óäàëîñü êàêèì íèáóäü
îáðàçîì âûäåëèòü èíâàðèàíòû Ĵ(t), òî ôóíêöèÿ Ãðèíà íàõîäèòñÿ êàê ñîáñòâåííûå âåêòîðà
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîëó÷åííóþ ñõåìó íà ïðèìåðå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ñ Ãàìèëüòîíèà-
íîì Ĥ0:

Ĥ0 =
p̂2

2

Â ýòîì ñëó÷àå ó íàñ, î÷åâèäíî èìåþòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà:

Ĵp̂(t) ≡ p̂0(t) = p̂, Ĵq̂(t) ≡ q̂0(t) = q̂ − p̂t (2.2.61)

Ïåðâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ äàñò óðàâíåíèå:

p̂xG(x, y, t) = ptry (0)G(x, y, t) (2.2.62)

îòñþäà,

i

(
∂

∂x
+

∂

∂y

)
G(x, y, t) = 0 (2.2.63)

Ðåøåíèå óðàâíåíèå òðèâèàëüíî:

G(x, y, t) = g(x− y, t) (2.2.64)

ãäå g(x, y, t) ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
Èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî èíòåãðàëà äâèæåíèå, äàåò äðóãîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå(

x− it(−i) ∂
∂x

)
G(x, y, t) = yG(x, y, t) (2.2.65)

Îáîçíà÷èâ z = x− y, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

zg(z, t) = −it∂g
∂z

(2.2.66)

Ðåøåíèå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

g(z, t) = c(t)e

iz2

2t2 (2.2.67)

Íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó,
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lim
t→0

g(z, t) = δ(z), lim
ε→0

e−
x2

ε

√
πε

= 1 (2.2.68)

îòñþäà,

c(t) =
1√
2iπt

è ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâîáîäíîé âîëíû

Gfree(x, y, t) =
e
−

(x− y)2

2t
√

2πit
(2.2.69)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ðåøèâ óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííî íà ôóíêöèþ
Ãðèíà. Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé âîëíû, Ãàìèëüòîíèàí â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

H(x, x′) = δ(x− x′)
(
−1

2

∂2

∂x2

)
(2.2.70)

è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4.1.14) ïðèíèìàåò äèôôåðåíöèàëüíûé âèä(
−1

2

∂2

∂x2 − i
∂

∂t

)
G(x, y, t) = 0 (2.2.71)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.1.12).
Â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå Sc äëÿ òðàåêòîðèè ìåæäó ñîáûòè-

ÿìè t = 0, x = 0 è t, y = x èìååò âèä

Sc =
x2

2t
(2.2.72)

Âîññòàíîâèâ ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà â ôîðìóëå (4.1.17) èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, ôóíê-
öèþ Ãðèíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü òîãäà â âèäå,

Gq(x, y, t) =
e
−
Sc
~

√
2πi~t

(2.2.73)

Ìû âèäèì, ÷òî àìïëèòóäà êâàíòîâîãî ïåðåõîäà çàäàåòñÿ êëàññè÷åñêèì äåéñòâèåì êîòî-
ðîå ñàìî ïî ñåáå çàäàåòñÿ òåì "ïóòåì "ñöåíàðèé"èëè òðàåêòîðèåé ïî êîòîðîìó ýòîò ïåðåõîä
îñóùåñòâëÿåòñÿ. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ëèøü â òîì, ÷òî òåïåðü
òàêèõ òðàåêòîðèé íåñêîëüêî, ïðè÷åì íå âñå èç íèõ ôèçè÷åñêè ìûñëèìû.

Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ïðèìåð ïðîñòîé è îäíîâðåìåííî ôóíäàìåíòàëüíî âàæíîé ôè-
çè÷åñêîé ìîäåëè ðåøàåìîé òî÷íî. Îí èìååò âàæíûå ïðèìåíåíèÿ îò òåîðèè êîíäåíñèðîâàí-
íûõ ñðåä äî òåîðèè ñòðóí[óê. ëèò.]
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2.3 Èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì

Â ýòîé ãëàâå áóäóò äàíû îïðåäåëåíèÿ êîíöåïòóàëüíî âàæíûõ ïîíÿòèé ñîâðåìåííîé êâàí-
òîâîé òåîðèè íàøåäøèõ âåëèêîëåïíîå ïðèìåíåíèå íå òîëüêî â ðàìêàõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè,
íî è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, âàæíåéøåé âåòâè êâàíòîâîé ôèçèêè. Ñíà÷àëà, ïðîäîëæèì
ðàçâèòîå â ïðåäûäóùåé ãëàâå òåîðèþ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ êîòîðàÿ ïðèâåëà ê ïîÿâëåíèþ â
âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â êâàíòîâîé ìåõàíèêè êëàññè÷åñêîãî äåéñòâèÿ. Íàïîìíèì,
÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå â êîòîðîì âñÿ çàâèñèìîñòü â óðàâíå-
íèÿõ ïåðåíîñèòñÿ íà îïåðàòîðû, à ñîñòîÿíèå è âîëíîâûå ôóíêöèè ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü ñòàöèîíàðíûìè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áûëî ïðåäëîæåíî è ðàçâèòî âïåðâûå Ãåéçåíáåðãîì
(1901-1976). Çàïèøåì ìåñòî îáû÷íûõ îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñèñòåìû íîâûå

q̂H(t) = Û †(t)q̂Û(t), p̂H(t) = Û †(t)p̂Û(t) (2.3.1)

Ââåäåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

i
∂q̂H(t)

∂t
− i[Ĥq̂H(t)] = 0

{
q̂0(t) = Û(t)q̂Û †(t)

p̂0(t) = Û(t)p̂Û †(t)
(2.3.2)

Â ñëó÷àå Ãàìèëüòîíèàíà íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ÿâíî, Û(t) = eitĤ ïîýòîìó ñðàâíèâàÿ
ñèñòåìû, çàêëþ÷àåì, ÷òî

q̂0(t) = q̂H(−t), p̂0(t) = p̂H(−t)
Â îáùåì æå ñëó÷àå, ïðîèçâîëüíîãî Ãàìèëüòîíèàíà, ìîæíî âûâîäèòü ñîîòíîøåíèå{

q̂0(t) = Û2(t)q̂H(t)(Û †)
2
(t)

p̂0(t) = Û2(t)p̂H(t)(Û †)
2
(t)

(2.3.3)

Ó íàñ ïîÿâèëàñü ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì. Äëÿ ýòîãî,
îêàçûâàåòñÿ íàì äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ñíà÷àëà êëàññè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû(

p(t)
q(t)

)
=

(
λ11(t) λ12(t)
λ21(t) λ22(t)

)(
p0

q0

)
(2.3.4)

è äàëåå ïðîêâàíòîâàòü èõ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìîæíî áûëî âûäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå
èíòåãðàëû äâèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ Ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

2
+
q̂2

2
Ââåäåì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû{

p̂0(t) = p̂ cos t+ q̂ sin t
q̂0(t) = −p̂ sin t+ q̂ cos t

(2.3.5)

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ìåñòî îïåðàòîðîâ ìû ïèñàëè áû(
p0(t)
q0(t)

)
= Λ̂osc(t)

(
p
q

)
(2.3.6)

ãäå ìàòðèöà

Λ̂osc(t) =

 cos t sin t

− sin t cos t

 (2.3.7)
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îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ôóíêöèþ Ãðèíà êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò

âèä 
p̂0(t)xGosc(x, y, t) = ptr0 (t = 0)yGosc(x, y, t)

q̂0(t)xGosc(x, y, t) = qtr0 (t = 0)yGosc(x, y, t)
(2.3.8)

èëè, 
−i cos t

∂

∂x
G(x, y, t) + x sin tG(x, y, t) = i

∂

∂y
G(x, y, t)

i sin t
∂

∂x
G(x, y, t) + x cos tG(x, y, t) = yG(x, y, t)

(2.3.9)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2.9) èùåì â âèäå

G(x, y, t) = N(t)ea(t)x2+b(t)y2+c(t)xy (2.3.10)

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ (2.3.10) â ñèñòåìó (2.3.9) ïîëó÷àåì,

N(t) =
1√

2πi sin t
eξ(t), a(t) = b(t) =

i

2
cot t, c(t) = − i

sin t

ãäå ξ(t) íå èìåþùàÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôàçà, êîòîðàÿ íå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé (3.2.9).
Äëÿ âûÿñíåíèÿ ôàçû êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âñå åùå íåîïðåäåëåííîé, íåîáõîäèìî âñòàâèòü ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

i
∂

∂t
G(x, y, t) = ĤxG(x, y, t) (2.3.11)

ò.å. ðåøèòü óðàâíåíèå (
−1

2

∂2

∂x2 − i
∂

∂t

)
G(x, y, t) = 0

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîëó÷àåòñÿ â âèäå

Gosc(x, y, t) =
1√

2πi sin t
e

i ctg t

2

x2+y2−
2xy

cos t


(2.3.12)

Ôåéíìàí (1918�1988) ïðåäëîæèë ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà êàê õðîíîëîãè÷åñêîå
óìíîæåíèå ôóíêöèé Ãðèíà îïèñûâàþùèå ñâîáîäíîå äâèæåíèå íà äîñòàòî÷íî ìàëûõ ó÷àñòêàõ
"ôàçîâûõ òðàåêòîðèé".

G(x, y, t2, t1) = lim
N→∞

N∏
j=1

∫
Xj

G(xj, xj−1, tj, tj−1)DXj =

∫
P

D(y, t)e

iSc
~ (2.3.13)

xN = x, x1 = y, tn = tfin, t1 = tin (2.3.14)

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè ýíåðãèè è äðóãèõ íàáëþäàåìûõ â
ñèñòåìå â òåðìîñòàòå. Ââåäåì òåìïåðàòóðó T . Åñëè ñîâåðøèòü ôîðìàëüíóþ çàìåíó

t −→ − i

T
≡ −iβ
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ãäå ìû ââåëè íîâûé ïàðàìåòð β.
òî ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà

ρ̂st =
e−βĤ

Z
(2.3.15)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè îïåðàòîðà ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåò ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ

Z = Tr[e−βĤ ] =

∫ +∞

−∞
G(x, x, β)dx (2.3.16)

Z = Tr[e−β( 1
2

+n̂)] =
∞∑
n=0

e−β( 1
2

+n) =
1

2

1

sinh
β

2

(2.3.17)

Âû÷èñëåíèÿ áûñòðåå ïðîèçâîäÿòñÿ åñëè ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ γ ñâÿçàííîé ñ β ôîð-
ìóëàìè

γ = e
β
2 , e−

β
2
∂

∂β
=

1

2

∂

∂γ

Ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ âî âñåõ òðåõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

Z =
1

γ − 1
=

1

e
β
2 − 1

=
1

e
1

2T − 1

Ýíåðãèÿ ñèñòåìû â n-îì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå äàåòñÿ âûðàæåíèåì

En = Tr[e−βĤĤ] = − ∂

∂β
Tr[e−βĤ ] = −∂Z

∂β
= γ · 1

2

1

(γ − 1)2
= T 2∂Z

∂T
(2.3.18)

Ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö íà n-îì ýíåðãåòè÷åñêîì óðîâíå ò.å. èìåþùèõ ýíåðãèþ En

Nn = e
−β
2 Tr[n̂e−βn̂] = −e−

β
2
∂Z

∂β
= −1

2

∂Z

∂γ
=

1

2

1

(γ − 1)2
(2.3.19)

Â =
∑
n

cnΩ̂n (2.3.20)

〈Â†Â〉 = Tr(Âρ̂Â†) (2.3.21)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå òîãäà ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

〈Â†Â〉 =
∑
nm

〈Ω̂m|Ω̂n〉cnc∗m =
∑
nm

Σmncnc
∗
m (2.3.22)

ãäå ñðåäíèå 〈Ω̂†mΩ̂n〉 ñîñòàâëÿþò ìàòðèöû Σmn îïèñûâàþùàÿ êîððåëÿöèè èëè ñâÿçè ìåæäó
ðàçëè÷íûìè êâàíòîìåõàíè÷åñêèìè íàáëþäàåìûìè. Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ
íàáîðîì îïåðàòîðîâ èìïóëüñîâ è êîîðäèíàò ÷àñòèö, ðîëü îïåðàòîðîâ Ωn èãðàþò îïåðàòîðû
q̂n è p̂m.

Äëÿ ñèñòåìû ñ îäíèì èìïóëüñîì è êîîðäèíàò, ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèå êîððåëÿöèîííûå
âåëè÷èíû

σqq = 〈q̂2〉 − 〈q̂〉2, σpp = 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2, σqp = 〈 q̂p̂+ p̂q̂

2
〉 − 〈q̂〉〈p̂〉 = σpq (2.3.23)

Ïîëó÷àåì ìàòðèöó Σp,q êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
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Σp,q =

 σqq σqp

σpq σpp

+
i

2

 0 1

−1 0

 (2.3.24)

Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà äëÿ çíàêîïîñòîÿííûõ ìàòðèö, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà

σqq ≥ 0, σpp ≥ 0, σqqσpp ≥
~2

4
+ σ2

pq (2.3.25)

Ââåäåì âåëè÷èíó

rpq =
σpq√
σppσqq

(2.3.26)

è àññîöèèðóåì ñ íèì ýôôåêòèâíóþ "ïîñòîÿííóþ"Ïëàíêà ~ef :

~2
ef =

~2

1− r2
pq

(2.3.27)

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ïåðåïèøåòñÿ òîãäà â âèäå

σqqσpp ≥
~2

4
· 1

1− r2
pq

≡
~2
ef

4
(2.3.28)

Ìû âèäèì, ÷òî â ñëó÷àå áîëüøèõ êîððåëÿöèé ò.å. ïðè âåëè÷èíå rpq áëèçêîé ê åäèíèöå,
ýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ïîäðàñòàåò è êâàíòîâûå ýôôåêòû ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåí-
íûìè â ñèñòåìå. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñèñòåìû
äàþòñÿ Ãàóññèàíàìè

P (q) =
e
−

(q − q̄)2

2σqq

2
√

2πσqq
, P (p) =

e
−

(p− p̄)2

2σpp

2
√

2πσpp
(2.3.29)

Ïîñòðîåííàÿ íàìè ñõåìà ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ñèñòåìû èç ìíîãèõ ÷àñòèö. Âîçüìåì, íà-
ïðèìåð äâå ÷àñòèöû ñ îáîáùåííûìè êîîðäèàíò-èìïóëüñàìè q̂1, p̂1 è q̂2, p̂2. Ìåñòî (3.2.8) ìû
òîãäà ïîëó÷èì óæå ÷åòûðåõðÿäíóþ ìàòðèöó êîððåëÿöèé â ñèñòåìå

Σ̂p1,q1,p2,q2 =



σq1q1 σq1q2 σq1p1 σq1p2

σq2q1 σq2q2 σq2p1 σq2p2

σp1q1 σp1q2 σp1p1 σp1p2

σp2q1 σp2q2 σp2p1 σp2p2


(2.3.30)

Åñëè ìû òåïåðü õîòèì âîññòàíîâèòü ðàçìåðíîñòü â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ, äîñòàòî÷íî
íàïèñàòü Ãàìèëüòîíèàí îñöèëëÿòîðà â âèäå

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2q̂2

2
(2.3.31)

Ñîñòàâëÿÿ äàëåå åäèíñòâåííî âîçìîæíóþ âåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè äëèíû è èìïóëüñà

l =

√
~
mω

, p =
√

~mω (2.3.32)

ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.2.5) ïåðåïèøóòñÿ â âèäå
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
p̂0(t) = p̂ cosωt+

p

l
q̂ sinωt

q̂0(t) = −p
l
p̂ sinωt+ q̂ cosωt

(2.3.33)

Ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ ñâîáîäíîé âîëíû è îñöèëëÿòîðà áóäóò èìåòü âèä

Gfree(x, y, t) =

√
m

2πi~t
e
−
im(x− y)2

2~t , Gosc(x, y, t) =

√
mω

2πi~ sinωt
e

imω

2~

ctgωt(x2+y2)−
2xy

sinωt


(2.3.34)
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2.4 Òîìîãðàììû êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé

Ïîëîæèì òåïåðü îáðàòíî s = 1 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

w(x, µ, ν) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
%(q, p)δ(x− µq − νp)dqdp (2.4.1)

ãäå µ, ν íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ôóíêöèÿ (1.1.1) íàçûâàåòñÿ òîìîãðàììîé
êëàññè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ %(q, p) è êàê âèäíî èç åå îïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

1. Òîìîãðàììà w(x, µ, ν) êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé íåîòðèöàòåëüíà âñþäó íà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè

w(x, µ, ν) ≥ 0 (2.4.2)

2. Òîìîãðàììà w(x, µ, ν) íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó

1 =

∫ +∞

−∞
w(x, µ, ν)dx =

∫ +∞

−∞
δ(x− µq − νp)dx∞−∞

∫ +∞

−∞
%(q, p)dqdp (2.4.3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êëàññè÷åñêèõ ñî-
ñòîÿíèé, èç ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ òîìîãðàììà w(x, µ, ν) ñàìà åñòü íåêàÿ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè.

Èç ôîðìóëû (1.3.1) âèäíî, ÷òî îòëè÷íûå îò íóëÿ âêëàäû â òîìîãðàììó äàþò ëèøü òå
òðàåêòîðèè äëÿ êîòîðûõ

x = q cos θ + p sin θ (2.4.4)

Èíûìè ñëîâàìè, äîëæíî áûòü {
q = x cos θ
p = x sin θ

(2.4.5)

Ïàðàìåòðèçàöèÿ (1.3.5) ïîçâîëÿåò íàì ïåðåéòè îò òîìîãðàììû w(x, µ, ν) ê íåêîé íîâîé
òîìîãðàììû πx(θ), ïðè÷åì

w(x, 1, 0) = πx(θ = 0), w(x, 0, 1) = πp(θ =
π

2
) (2.4.6)

Ñìûñë èíäåêñîâ x è p â ôîðìóëå (2.4.6) ðàçúÿñíÿåò êàðòèíà. Â òî÷êå θ = 0 òîìîãðàììà
ìåðèò ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â êîîðäèíàòå x. Ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû íà
óãîë π

2
) òîìîãðàììà ìåðèò âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû. Â îáùåì

æå ñëó÷àå, òîìîãðàììà w(x, θ) ìåðèò ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû (îáîáùåííîé) â ïîâåðíóòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Åñëè áû ìû íàðÿäó ñ ïðåîáðàçîâàíèåì (2.4.4) ðàññìîòðåëè áû òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå ïî
èìïóëüñó ñèñòåìû ò.å. {

x = q cos θ + p sin θ
px = − sin θq + p cos θ

(2.4.7)

òî îíî èìåëî áû ñìûñë ëèíåéíûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîõðàíÿþùèõ êàê èç-
âåñòíî, ñêîáêè Ïóàññîíà

{q, p} = {x, px} (2.4.8)

Ëèíåéíûå êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ïðèíÿòî
íàçûâàòü ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïîýòîìó òîìîãðàììó (2.4.1) èíîãäà òàêæå
íàçûâàþò ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììîé, ÷òîáû îòëè÷èòü îò äðóãèõ òîìîãðàìì
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Èç ñâîéñòâ δ-ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî òîìîãðàììà w(x, µ, ν) îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà
−1.

w(λx, λµ, λν) =
1

|λ|
w(x, µ, ν) (2.4.9)

Âîçíèêàåò âàæíûé âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå w(x, µ, ν)→ %(q, p)?

f(q, p) =
1

2π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
w(x, µ, ν)ei(x−µq−νp)dxdµdν (2.4.10)

Âûâåäåì óðàâíåíèå êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò òîìîãðàììà w(x, µ, ν, t). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
â êèíåòåòè÷åñêîì óðàâíåíèè Ëèóâèëëÿ ïåðåéòè ê ïåðåìåííûì x, µ, ν, t.

∂

∂q
−→ µ

∂

∂x

∂

∂p
−→ ν

∂

∂x

q −→ − ∂

∂µ
(
∂

∂x
)−1

p −→ − ∂

∂ν
(
∂

∂x
)−1

(2.4.11)

∂

∂t
w(x, µ, ν, t)− µ ∂

∂ν
w(x, µ, ν, t) + νU ′(− ∂

∂µ
(
∂

∂x
)−1)

∂

∂x
w(x, µ, ν, t) = 0 (2.4.12)

Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà U(q) =
q2

2
è óðàâíåíèå äëÿ òîìîãðàììû ãëàñèò(

∂

∂t
− µ ∂

∂ν
+ ν

∂

∂µ

)
wosc(x, µ, ν, t) = 0 (2.4.13)
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2.5 Òîìîãðàììû êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

Ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

w(x, µ, ν) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
W (q, p)δ(x− µq − νp)dqdp =

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
W (q, p)eik(x−µq−νp)dkdqdp

(2.5.1)
íàçûâàåòñÿ êâàíòîâîé òîìîãðàììîé èëè êîìïîíåíòîé Ðàäîíà (1887�1956) ôóíêöèè Âèã-

íåðà. Ôàêòè÷åñêè ìû ïîñòðîèëè äâà ïîñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèÿ, ñíà÷àëà âîëíîâîé ôóíêöèè
(â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè) ψ(q) â ôóíêöèþ ÂèãíåðàW (p, q) à çàòåì ôóíêöèþ Âèãíåðà
W (p, q) â òîìîãðàììó w(x, µ, ν).

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè íåêîé ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî,

1. Êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà ñèñòåìû âñþäó ïîëîæèòåëüíà íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïîñêîëüêó
â îáùåì ñëó÷àå

w(x, µ, ν) =
1

2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
ψ(y)e

i

µy2

2ν
−
xy

ν


dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

≥ 0 (2.5.2)

2. Êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó.∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
W (p, q)

dqdp

2π
=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
δ(u)ψ(q +

u

2
)ψ∗(q − u

2
)dudq =

∫ +∞

−∞
|ψ|2dq = 1

(2.5.3)(2.5.4)

Ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ñòî-
õàñòè÷åñêîé ïåðåìåííîé x. {

µ = s cos θ
ν = s−1 sin θ

(2.5.5)

Ââåäåííîå íàìè ôóíêöèÿ Ãðèíà ïîçâîëÿåò íàì ïðîãíîçèðîâàòü êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñè-
ñòåìû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû. Â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî
äâèæåíèÿ è äëÿ îñöèëëÿòîðà ìû ñìîãëè äàæå òî÷íî îïðåäåëèòü ýòó ôóíêöèþ. Íàïðèìåð,
âñå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

ψosc(x, t) =

∫ +∞

−∞
Gosc(x, y, t)ψosc(y)dy,

mw

~
= 1 (2.5.6)

ãäå ôóíêöèÿ Ãðèíà èìååò âèä

Gosc(x, y, t) =

√
mω

2πi~ sinωt
e

imω

2~

ctgωt(x2+y2)−
2xy

sinωt


(2.5.7)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (1768�1830) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

f(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
Φ(y)eixydy, Φ(x) =

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(y)e−ixydy, (2.5.8)

Ïðåîáðàçîâàíèå èçâåñòíî êàê äðîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå 23. Èçó÷èì ïî-ãëóáæå ñâîé-
ñòâî óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà ýâîëþöèè è ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà â âèäå

23Ýòî íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
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∫ +∞

−∞
G∗(y′, x, t)G(y′, y, t)dy′ = δ(x− y) (2.5.9)

Φ(x) =

∫ +∞

−∞

e
−

(x− y)2

2t
√

2πit
dy (2.5.10)

Èíòåãðàë Ôðåíåëÿ(1788-1827)

ω(x, µ, ν) =
1

|2πν|

∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
ψ(y)e

i

2ν
(µy2−2xy)

dy

∣∣∣∣∣∣
2

(2.5.11)

Åñëè ìû òåïåðü ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå{
µ = cos t
ν = sin t

(2.5.12)

âûðàæåíèå äëÿ òîìîãðàììû îïèñûâàþùåé ñîñòîÿíèå |ψ〉 ïðèìåò âèä

ω(x, µ, ν) =
1

|2πi sin t|

∣∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
e

ictgt(x2 + y2)

2
−
ixy

sin tψ(y)dy

∣∣∣∣∣∣∣
2

(2.5.13)

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå åñòü íè ÷òî èíîå êàê äåéñòâèå ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ êâàíòîâî-
ãî îñöèëëÿòîðà íà íà÷àëüíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå, ïðèãîäíîå äëÿ ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè:

ωψ(x, t) = |ψ(x, t)|2 (2.5.14)

Ôóíêöèÿ ωψ(x, t) íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììîé. Ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî èçìåðÿÿ
àìïëèòóäû âîëíîâîé ôóíêöèè |ψ(x, t)|2 âî âñå âðåìåíà24 ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû
ìû ìîæåì ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü íà÷àëüíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå
êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà íåò ôèçè÷åñêîé è äàæå ìàòåìàòè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòè â ââåäåíèè
èñêóññòâåííîãî ïîíÿòèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ, à ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìó è âñå åå
âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ ïðÿìî âåðîÿòíîñòüþ ïðåáûâàíèÿ åå â òåõ èëè èíûõ ñîñòîÿíèé.

Ìîæíî áûëî áû äóìàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (3.3.6) íå ïîëíîñòüþ ïåðåíîñèò èíôîðìàöèþ
ñîäåðæàùóþñÿ â ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììå â îïòè÷åñêóþ òîìîãðàììó. Íà ñàìîì äåëå
íèêàêîé ïîòåðè èíôîðìàöèè íåò èç-çà îáùåãî ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè òîììîãðàôè÷åñêîé
ôóíêöèè

ω(x, λµ, λν) =
1

|λ|
ω(x, µ, ν) (2.5.15)

ω(x, µ, ν) = ω(x,
√
µ2 + ν2 cos t,

√
µ2 + ν2 sin t) =

1√
µ2 + ν2

ωopt(x
′, t), x′ =

x√
µ2 + ν2

(2.5.16)
Ñëåäîâàòåëüíî, √

µ2 + ν2ωsim(x, µ, ν) = ωopt(x
′, t) (2.5.17)

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî èç îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû ïîëó÷èòü è îáû÷íóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ
òîìîãðàììó ïî ôîðìóëå

24Íà ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòñÿ îäíèì ïåðèîäîì êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
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ωsim(x, µ, ν) =
1√

µ2 + ν2
ωopt(

x√
µ2 + ν2

, arctan
ν

µ
) (2.5.18)

Ìîæåì ïîëó÷èòü åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ òîìîãðàììû èñïîëüçóåìîå â ïðèëîæåíèÿõ.
Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ òîìîãðàììó â âèäå

ωsim(x, µ, ν = ωsim(µ · x
µ
, 1, µ · ν

µ
) =

1

µ
ωsim(

x

µ
, 1,

ν

µ
) (2.5.19)

Íî ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ òîìîãðàììû µ = 1 ïîëó÷èì,

ωsim(x, 1, ν) =
1(√

2πi|ν|
)2

∣∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
ψ(y)e

i (x− y)2

2ν dy

∣∣∣∣∣∣∣
2

≡ |ψ(t, x)|2 (2.5.20)

Ïîëîæèâ ν = t ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ãðèíà è âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñâîáîäíîé âîëíû.
Îïÿòü, èçìåðèâ êîíöåíòðàöèþ êîíäåíñàòà ìû èìååì âîçìîæíîñòü âîññòàíîâèòü íà÷àëü-
íóþ ôóíêöèþ êîíäåíñàòà. Òàêèì îáðàçîì, îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà åñòü ðåçóëüòàò äðîáíîãî
Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñîîòíîøåíèå Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà (1903-1961) â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè
Ïàóëè (1900−1958), â 1927 ãîäó ïðåäëîæèë ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó èçâåñòíóþ âïîñëåäñòâèè

êàê çàäà÷ó Ïàóëè. Ïóñòü íàì èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè êàêîé-ëèáî êâàíòîâîé
ñèñòåìû ïî êîîðäèíàòàì è èìïóëüñàì.

P(x) = |ψ(x)|2, P(p) = |ψ(p)|2 (2.5.21)

Ìîæíî ëè çíàÿ ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ âîññòàíîâèòü âèä âîëíîâîé ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè ò.å. ÿâíûé âèä ôóíêöèè ψ(x)? Íà ÿçûêå òîììîãðàìì, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì
èçâåñòíû äâå òîìîãðàììû

ωψ(x, 1, 0) = |ψ(x)|2, ωψ(x, 0, 1) = |ψ(p)|2 (2.5.22)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîãî ñäåëàòü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ñëåäóþùèé
âàæíûé ïðèìåð. Âîçüìåì äâå âîëíîâûå ôóíêöèè

ψ1(x) = N1e
ax2+bx, ψ2(x) = N2e

cx2+dx (2.5.23)

è äîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé áóäóò ñîâïàäàòü, õîòÿ ñàìè ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðèíöè-
ïèàëüíî ðàçíûå. Áîëåå òîãî, ýòè ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíî à ñî-
îòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èçìåðåíû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ýòè ñîñòîÿíèÿ
òåïåðü èçâåñòíû êàê ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âîëíîâûå
ôóíêöèè ñ ïàðàìåòðàìè

N1 = N2, b = d = iβ, a = c∗ = −α,Rea > 0 (2.5.24)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèå êîîðäèíàò è èì-
ïóëüñîâ ðàâíû, òîãäà êàê ñàìè ôóíêöèè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ, ïîñêîëüêó èõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ∫ +∞

−∞
ψ1(x)ψ∗2(x)dx (2.5.25)
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Îïèñàíèå êâàíòîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì âïîëíå ýêâèâàëåíòíî îïèñàíèþ ÷åðåç ìàòðèöó
ïëîòíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì äî êîíöà, âûâåäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà òî-
ìîãðàììó êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïðàâèëà ïåðåõîäà åñòü 

∂

∂x
−→ 1

2

∂

∂q
+ ip

∂

∂x′
−→ 1

2

∂

∂q
− ip

x −→ i

2

∂

∂p
+ q

x′ −→ − i
2

∂

∂p
+ q

(2.5.26)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ Âèãíåðà â âèäå(
∂

∂t
+ p

∂

∂q
− 1

i

(
U(q − i

2

∂

∂p
)− U(q +

i

2

∂

∂p
)

))
W (p, q, t) = 0 (2.5.27)

Óðàâíåíèå áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Ìîéàëåì (1910-1998) è íîñèò åãî èìÿ.



(
∂

∂t
+ p

∂

∂q
− 1

i

(
U(q − i

2

∂

∂p
)− U(q +

i

2

∂

∂p
)

))
W (p, q, t) = 0

(
−1

4

∂2

∂q2
+ p2

)
WE(q, p) +

(
U(q +

1

2

∂

∂p
) + U(q +

1

2

∂

∂p
)

)
WE(q, p) = 2EWE(q, p)

(2.5.28)

Èçó÷èì òåïåðü òîìîãðàììû ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ρ̂ çàäàâàåìûõ âåêòîðîì −→w ρ̂(Û)

−→w ρ̂(Û) =



〈
−j
∣∣∣Û ρ̂Û †∣∣∣− j〉〈

−j + 1
∣∣∣Û ρ̂Û †∣∣∣− j + 1

〉
· · ·〈

j
∣∣∣Û ρ̂Û †∣∣∣j〉

 . (2.5.29)

Òîãäà, äëÿ âåêòîðà òîììîãðàôè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè êóáèòà èëè ïðîñòî òîìîãðàììà êóáèòà â
ñîñòîÿíèè ρ̂ çàïèøåòñÿ â âèäå

w(m, Û) = 〈m|Û †ρ̂Û |m〉, m = ±1

2
(2.5.30)

ãäå óíèòàðíûé îïåðàòîð Û(θ, ϕ, ψ) ïîâîðîòîâ êóáèòà (ñïèíîðà j = 1
2
) èìååò âèä

Û(θ, ϕ, ψ) =


cos

θ

2
e
i
ϕ+ ψ

2 sin
θ

2
e
i
ϕ− ψ

2

− sin
θ

2
e
−i
ϕ− ψ

2 cos
θ

2
e
−i
ϕ+ ψ

2

 (2.5.31)

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûìè ñîñòîÿíèåì è â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä
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ρ̂ =

 ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

 (2.5.32)
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2.6 Ñæàòûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ

Î÷åíü âàæíûé êëàññ çàäà÷ îòíîñèòñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ îñíîâíûì ñî-
ñòîÿíèåì êàêîé-ëèáî ñèñòåìû â êîòîðîì, íàì íåîáõîäèìî ó÷åñòü êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè.
Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòîé, èçÿùíûé àïïàðàò äëÿ èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé
è ïîëó÷èòü â ðÿäå ñëó÷àåâ âàæíûå ðåçóëüòàòû âíå çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîãî õàðàêòåðà
èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Ñàìîå îáùåå îïðåäåëåíèå îñíîâíîãî èëè òàê íàçûâàåìîãî âàêóóìíîãî
ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê ñîñòîÿíèå äåéñòâèå íà êîòîðîå îïåðàòîðîì óíè÷òîæå-
íèå äàåòñÿ óðàâíåíèåì

â|0〉 = 0 (2.6.1)

Õîòÿ ñîîòíîøåíèå (3.4.1) âûòåêàåò ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ è îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êàê ñîñòîÿíèå áåç ÷àñòèö, ìû áóäåì åãî ðàññìàòðèâàòü åãî èìåííî êàê
óðàâíåíèå íà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ìû óæå ïîëó÷èëè, ÷òî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîæíî îïèñàòü ãàóññèàíîì

〈x|0〉 = ψ0(x) =
e
−
x2

2
4
√
π

(2.6.2)

Ñïðàøèâàåòñÿ êàêîâû ôëóêòóàöèè âåëè÷èíû x è p â ýòîì ñîñòîÿíèè? Äëÿ ýòîãî, ñîãëàñíî
îáùèì ïðèíöèïàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìû èìååì äâà ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà:

P(x) = |〈x|0〉|2 =
e−x

2

2
√
π

,P(p) = |〈p|0〉|2 =
e−p

2

2
√
π

(2.6.3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðàâíèâ ýòè âûðàæåíèÿ ñ ïîëó÷åííûìè â ãëàâå îáùèì âèäîì äèñïåð-
ñèè (3.2.13) äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñèñòåìû, çàêëþ÷àåì, ÷òî

σqq = σpp =
1

2
(2.6.4)

Çàäàäèìñÿ òåïåðü âîïðîñîì ìîæíî ëè íàéòè òàêîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì ìîæíî áûëî áû
äîáèòüñÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ïî îäíîé èç êîìïîíåíò è ñòàëî áûòü

σqq <
1

2
(2.6.5)

Åñëè òàêîå ñîñòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì, åãî è íàçûâàþò ñæàòûì ñîñòîÿíèåì.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàçëîæåííîå â âèäå îñ-

öèëëÿòîðîâ âñåâîçìîæíûõ ÷àñòîò. Åñëè ìû âûäåëèì îäíó ìîäó êîëåáàíèé â ýëåêòðîìàãíèò-
íîì ïîëå ñ ýëåêòðè÷åñêèì âåêòîðîì E ∝ cosωt è íàïðÿæåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ H ∝ sinωt,
òî çàäà÷à ïîäàâëåíèÿ êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå ïîëÿ δE ∼ 0 î÷åíü
àêòóàëüíà â êâàíòîâîé îïòèêå. Ïîñòðîåííàÿ íàìè ìîäåëü ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ïîçâîëÿåò â
ïðèíöèïå ñâåñòè êâàíòîâûé øóì ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà ïðàêòè÷åñêè äî íóëÿ çà ñ÷åò ïîä-
ðàñòàíèÿ øóìà â ìàãíèòíîì âåêòîðå (âòîðàÿ êîìïîíåíòà).

Çàäà÷à ñæàòèÿ ñâåòà ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå ïðèîáðåëà îñîáóþ ðîëü â ñâÿçè ñ ïîïûòêà-
ìè äåòåêòèðîâàòü ãðàâèòàöèîííûå âîëíû ò.å. î÷åíü ìàëûå (ïîðÿäêà 10−21 ñì) âîçìóùåíèÿ
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
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Ââåäåì îïåðàòîð ñæàòèÿ äëÿ îäíîìîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà 25

Ŝ(λ) = e
iλ
2

(q̂p̂+p̂q̂) = e
λ
2 ((â)2−(â†)2) (2.6.6)

è îïðåäåëèì ñæàòîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ôîðìóëîé

|α, s〉 = Ŝ(λ)|α〉 (2.6.7)

Îïåðàòîð ñæàòèÿ óíèòàðåí
Ŝ†(λ)Ŝ(λ) = Ŝ(λ)Ŝ†(λ) = 1̂ (2.6.8)

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ŝ(λ) = eΛ̂, Ŝ†(λ) = Ŝ−1(λ) = e−Λ̂, Λ̂ =
iλ

2
(q̂p̂+ p̂q̂)

Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâàìè

[Â, B̂Ĉ] = [ÂB̂]Ĉ + B̂[ÂĈ], [ÂB̂, Ĉ] = [ÂB̂]Ĉ + [ÂĈ]B̂

ïîëó÷àåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

[Λ̂, q̂] = λq̂, [Λ̂, p̂] = λp̂

Çàòåì, ïî ôîðìóëå Áåéêåðà-Êýìáåëëà-Õàóñäîðôà ïîëó÷àåì

Ŝ(λ)q̂Ŝ−1(λ) = q̂ + [Λ̂q̂] +
[Λ̂, λq̂]

2!
+

[Λ̂, λ2q̂]

3!
+ . . . = q̂(1 + λ+

λ2

2!
+
λ3

3!
+ . . .) = eλq̂ (2.6.9)

Àíàëîãè÷íî,

Ŝ(λ)p̂Ŝ†(λ) = p̂(1 + λ+
λ2

2!
+
λ3

3!
+ . . .) = e−λp̂ (2.6.10)

Çàðàíåå ÿñíî, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà ñæàòèÿ íà îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ
â, â† äîëæåí ñâîäèòñÿ ê ïåðåõîäó ê íåêîòîðûì íîâûì îïåðàòîðàì b̂, b̂† ñ ñîõðàíåíèåì áîçîí-
íûõ êîììóòàöèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Ŝ(λ)âŜ†(λ) = b̂ = uâ+ vâ†

Ŝ(λ)â†Ŝ†(λ) = b̂† = v∗â+ u∗â†
(2.6.11)

Ôîðìóëû (3.4.9)− (3.4.10) ïîäòâåðæäàþò ýòîò ðåçóëüòàò
Ŝ(λ)âŜ†(λ) =

1√
2

(
e−λq̂ + ieλp̂

)
Ŝ(λ)â†Ŝ†(λ) =

1√
2

(
e−λq̂ − ieλp̂

) (2.6.12)

Ñðàâíèâ (3.4.11) è (3.4.12) îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû u, v êàê ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà λ âõîäÿ-
ùåãî â îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ñæàòèÿ

25Â êâàíòîâîé îïòèêå è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ìîæíî âñòðåòèòü áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà
ñæàòèÿ â âèäå

Ŝ(λ) = e

1
2

(λ∗(â)2−λ(â†)2)
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
u =

e−λ + eλ

2
= coshλ

v =
eλ − e−λ

2
= sinhλ

(2.6.13)

Òàêèì îáðàçîì ïåðåõîä ìåæäó îáû÷íûìè îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ è èõ
"ñæàòûìè îïåðàòîðàìè"îñóùåñòâëÿåò ìàòðèöà

B̂(λ) =

 coshλ sinhλ

sinhλ coshλ

 (2.6.14)

Ýòà ìàòðèöà áûëà âïåðâûå èçó÷åíà Áîãîëþáîâûì (1909 − 1992) ïðè ïîïûòêàõ äèàãîíàëè-
çàöèè Ãàìèëüòîíèàíà â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ è íîñèò åãî èìÿ. Îíà, î÷åâèäíî îáëàäàåò
ñâîéñòâîì

det B̂(λ) = 1 (2.6.15)

Ñàìî æå ïðåîáðàçîâàíèå (3.4.13) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Áîãîëþáîâà. Ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå îáùåå êàíîíè÷åñêîå
ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ èç îäíîãî áàçèñà ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-
öèëëÿòîðà ê äðóãîìó ñ ñîõðàíåíèåì êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé.

[b̂b̂†] = (|u|2 − |v|2)[ââ†] = 1 (2.6.16)

Îòêóäà â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

|u|2 − |v|2 = 1 (2.6.17)

Òåïåðü, ìû ìîæåì ïîäñ÷èòàòü ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîíîâ â ñæàòîì âàêóóìå

〈0, s|n̂|0, s〉 = 〈0|Ŝ†(λ)n̂Ŝ(λ)|0〉 = 〈0|Ŝ†(λ)â†Ŝ(λ)Ŝ†(λ)âŜ(λ)|0〉 = sinh2 λ (2.6.18)

òîãäà êàê â îáû÷íîì âàêóóìå ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîíîâ ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, "ñæè-
ìàÿ âàêóóì"äîñòàòî÷íî "ñèëüíî"ìû ìîæåì â ïðèíöèïå íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî
ôîòîíîâ â íåì. Ìåðîé ýòîé ñèëû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïàðàìåòð λ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìîäåëü
ñæàòîãî âàêóóìà ðîæäàåò íàì íîâûå ÷àñòèöû êàê, íàïðèìåð çâóêîâûå âîëíû èç ãàðìîíè.

Ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà â êîòîðîé âîçìîæíû ñîñòîÿíèÿ "ñæàòîãî âàêóóìà"îïèñûâàþòñÿ Ãà-
ìèëüòîíèàíîì ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé (òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòðè÷åñêèé îñöèëëÿòîð)

Ĥ(t) =
p̂2

2m
+
mω2(t)q̂2

2
(2.6.19)

Èç çàäà÷è êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà ìû ïîìíèì, ÷òî íàì óäàñòñÿ íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû, ôóíêöèþ Ãðèíà è âîîáùå óçíàòü âñå îá îñöèëëÿòîðå êîãäà íàì óäàåòñÿ îòãàäàòü
èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Ïîïðîáóåì ñêîíñòðóèðîâàòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ Ãàìèëü-
òîíèàíà ñ ïåðåìåííîé ÷àñòîòîé èç ñëåäóþùèõ èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèé.

Åñëè áû ÷àñòîòà áûëà ïîñòîÿííîé, òî êàê ìû çíàåì èç (3.2.15) ó íàñ èìåëîñü áû äâà
èíòåãðàëà äâèæåíèÿ 

Â0(t) =
q̂0(t) + ip̂0(t)√

2
= âeit

Â†0(t) =
q̂0(t)− ip̂0(t)√

2
= â†e−it

(2.6.20)
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Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà (íàïðèìåð óðàâíåíèå îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ìà-
ÿòíèêà èëè íàòÿíóòîé ïðóæèíû)

z̈(t) + ω2z(t) = 0 (2.6.21)

èìååò ñïåöèôè÷íûé äëÿ íåãî èíòåãðàë äâèæåíèÿ ñîâïàäàþùåãî ñ Âðîíñêèàíîì
(1778�1853) óðàâíåíèÿ (3.4.8)

J0(t) = z1(t)ż∗2(t)− ż∗1(t)z2(t) (2.6.22)

ãäå z1(t), z2(t) äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4.8)

Âûáðàâ â êà÷åñòâå ðåøåíèé ε
(0)
1 (t) = eit, ε

(0)
2 (t) = e−it äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïîñòîÿííîé åäè-

íè÷íîé ÷àñòîòîé, âèäèì, ÷òî îïåðàòîðû

Â(t) =
i√
2

(ε(t)p̂− ε̇(t)q̂) (2.6.23)

è

Â†(t) = − i√
2

(ε∗(t)p̂− ε̇∗(t)q̂) (2.6.24)

êàê ðàç ïåðåõîäèâ â îïåðàòîð Â0(t) â ïðåäåëå ω(t)→ 1. Ïîäñòàâèâ îïåðàòîð Â(t) â îïðå-
äåëåíèå èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (3.1.18) âèäèì, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ÷àñòîòîé. Èç îïðåäåëåíèÿ (3.4.10) âûòåêàþò
òàêæå ñëåäóþùèå åãî ñâîéñòâà

[Â†(t)Â(t)] = 1̂, Â(t)|t=0 = â, Â†(t)|t=0 = â† (2.6.25)

Åñòåñòâåííî èçó÷àòü ñîñòîÿíèå |0, ω(t)〉 â êîòîðîå ïåðåõîäèò îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |0〉 îñöèë-
ëÿòîðà â ðåçóëüòàòå ïîäêëþ÷åíèÿ ìåíÿþùåãîñÿ ñî âðåìåíåì ÷àñòîòû ω(t). Ìû îïðåäåëÿåì
åãî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

Â(t)|0, ω(t)〉 = 0 (2.6.26)

èëè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

i√
2

(
ε(t)

(
−i ∂
∂x

)
− ε̇(t)x

)
ψ0(x, t) = 0 (2.6.27)

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ïîñòîÿííîé ÷àñòîòû, ïîïðîáóåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

ψ0(x, t) = N(t)e−c(t)x
2

(2.6.28)

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå íà ψ0(x, t) íàõîäèì

c(t) =
iε̇(t)

2ε(t)
(2.6.29)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ æå âèäå N(t) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ω(t)→ 1 îíà äîëæíà ïåðåé-

òè â ôóíêöèþ
e
−
it

2
4
√
π
, òîãäà êàê ñàìà ôóíêöèÿ ε(t) ïåðåõîäèò â eit. Òàêîâîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ

íàïðèìåð ôóíêöèÿ
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N(t) =
1
4
√
π
· 1

2
√
ε(t)

, lim
ω(t)→1

N(t) =
e
−
it

2
4
√
π

(2.6.30)

Ïîýòîìó èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ñèñòåìû (3.4.6) â âèäå

ψ0(x, t) =
1
4
√
π
· 1

2
√
ε(t)

e
−
iε̇(t)

2ε(t)
x2

(2.6.31)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà,
Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ êîîðäèíàòû â ñîñòîÿíèè |0, ω(t)〉 äàåòñÿ âûðàæåíèåì

P (x, t) = |ψ0(x, t|2 =
1√
π
· 1

2
√
|ε(t)|2

e
−
i

2

 ε̇(t)
ε(t)

−
ε̇∗(t)

ε∗(t)

x2

(2.6.32)

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ îáùèì âèäîì Ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé (3.2.13), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

ε̇(t)

ε(t)
− ε̇∗(t)

ε∗(t)
=

1

|ε(t)|
(2.6.33)

Óïðîñòèâ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè Âðîíñêèàíà:

W (t) = ε(t)ε̇∗(t)− ε∗(t)ε̇(t) ≡ inv = −2i (2.6.34)

÷òî è ñëåäîâàëî îæèäàòü.
Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû â ñîñòîÿíèè |0, ω(t)〉 ìû ìî-

æåì èíòåðïðåòèðîâàòü âåëè÷èíó
1

2
|ε(t)|2 êàê äèñïåðñèþ σxx(t) èëè øèðèíó âîëíîâîãî ïàêåòà

êîòîðàÿ òåïåðü îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îò âðåìåíè.
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ε(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ε̈(t) + ω2(t)ε(t) = 0 (2.6.35)

ó íàñ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ñæàòîãî âàêóóìà ïóòåì ïîäáîðà òàêîé ÷àñòîòíîé
õàðàêòåðèñòèêè ω(t) ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4.30) äëÿ êîòîðûõ

σxx(t) =
1

2
|ε(t)|2 < 1

2
(2.6.36)

Êàê èçâåñòíî, òàêèå ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò, íà-
ïðèìåð ïðè ëèíåéíî ðàñòóùåé ÷àñòîòå, òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè Ýðè ε(t) = Ei(t) èìåþò
öåëûå îáëàñòè â êîòîðûõ |Ei(t)| < 1.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Â†(t) � èíòåãðàë äâèæåíèÿ, â ñèëó òåîðåìû î ïîñòðîåíèè ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü ðàçëè÷íûå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ èç íàé-
äåííîãî íàìè ñîñòîÿíèÿ |ψ0〉. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà òàê íàçûâàåìûå âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ.

Ñîñòîÿíèå (2.6.30) èãðàåò ðîëü "îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ"äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Àíàëîãàìè âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé èãðàþò ñîñòîÿíèÿ

|n, t〉 =
(Â†(t))n√

n!
|ψ0〉 (2.6.37)
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Ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ ìû ïîëó÷èì ïîëüçóÿñü äðóãèì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, à èìåííî
îïåðàòîðîì D̂(α) ñäâèãàþùèì êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ íà âåëè÷èíó α. Òîò ôàêò, ÷òî ýòîò îïå-
ðàòîð äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò èíòåãðàë äâèæåíèÿ âûòåêàåò èç äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû
î ôóíêöèÿõ îò èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ

D̂(α, t) = e−
|α|2
2 eαÂ

†(t)e−α
∗Â(t) (2.6.38)

Òàêèì îáðàçîì â êâàíòîâîì ïàðàìåòðè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêæå
ñîñòîÿíèÿ

|α, t〉 = D̂(α, t)|ψ0〉 (2.6.39)

Ýòè ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå
ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé. Ëåãêî íàéòè îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè

ψα(q, t) = e−
|α|2
2 e
− iα√

2
(ε∗(t)p̂−ε̇∗(t)q̂)

ψ0(q, t) (2.6.40)

Íàêîíåö, ìîæíî ïîñòðîèòü ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ïîëüçóÿñü îïÿòü òàêè èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ

Ŝλ = e
λ
2 (Â2(t)−(Â†(t))2) (2.6.41)

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî íà îïûòå íàáëþäàòü ñîñòîÿíèÿ ñ îäíèì, äâóìÿ èëè íåñêîëüêèìè
äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè |ψ1〉 = â†|ψ0〉 ëèáî êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíà-
ìè26 |ψα,1〉 = â†|ψα,t〉

26Â ëèòåðàòóðå ýòè ñîñòîÿíèÿ èçâåñòíû êàê photon added coherent states
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2.7 Âîïðîñû è çàäà÷è
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3 Ãëàâà IV. Êâàíòîâàÿ Òåîðèÿ Èíôîðìàöèè

Ïîä ôèçè÷åñêîé èíôîðìàöèåé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü èíôîðìàöèþ ñîäåðæàùóþñÿ â îïðåäå-
ëåííîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå. Ñàìà èíôîðìàöèÿ ïðè ýòîì èìååò ñìûñë íåêîòîðîãî âíóòðåí-
íåãî ñâîéñòâà èëè íàáîðà ñâîéñòâ ñèñòåìû ïî êîòîðûì åå ìîæíî ôèçè÷åñêè îòëè÷èòü îò
äðóãèõ ñèñòåì. Ïîñêîëüêó íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äàííîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû, òî ìîæíî ïî ýòîé ïðè÷èíå âîîáùå îòîæäåñòâëÿòü èíôîðìàöèþ ñ òåì ñîñòîÿíèåì
êîòîðîå åå ñîäåðæèò. Ñôåðà Áëîõà,qubits(quantum binary digits), êâàíòîâàÿ ëîãèêà (quantum
logic),

Èçìåðåíèå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåóíèòàðíûé, íåëîêàëüíûé, ñòîõà-
ñòè÷åñêèé (âåðîÿòíîñòíûé) ïðîöåññ âûçâàííûé èçìåðåíèåì èëè íàáëþäåíèÿìè íàä êâàíòî-
âûìè ñèñòåìàìè. Íåóíèòàðíîñòü èçìåðèòåëüíîãî ïðîöåññà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îçíà÷àåò,
÷òî åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå óíèòàðíîãî îïåðàòîðà èç-çà íå ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè
ñèñòåìû ïðè òàêîì ïðîöåññå.
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3.1 Êóáèò

Ãðóáî ãîâîðÿ, êóáèòîì íàçûâàåòñÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èëè èíûìè
ñëîâàìè äâóõ-óðîâíåâàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà. Ìàòðèöó ïëîòíîñòè êóáèòà ïðåäñòàâèì â âèäå

ρ̂ = Û0ρ̂dÛ
†
0 (3.1.1)

ãäå ρ̂d ìàòðèöà ïëîòíîñòè äèàãîíàëèçîâàííàÿ â áàçèñå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
−→u 0

1 è
−→u 0

2, à
ìàòðèöà Û0 èìååò âèä

Û0 =

(
u0

11 u0
21

u0
21 u0

22

)
=
∣∣∣∣ −→u 0

1
−→u 0

2

∣∣∣∣ (3.1.2)

Íàïîìíèì, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ρ̂d ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåðîÿòíîñòè íàõîæ-
äåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèÿõ ñ ïðîåêöèÿìè ñïèíà âäîëü îñè z ðàâíûìè +1

2
è −1

2
ñîîòâåòñòâåí-

íî.

ρ̂d =

(
ρ1 0
0 ρ2

)
(3.1.3)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ρ̂−→u 0
1 = ρ1

−→u 0
1, ρ̂−→u 0

2 = ρ2
−→u 0

2 (3.1.4)

Êàê ìû âûÿñíèëè â ãëàâå, òîìîãðàììà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé ñèñòåìû â ïîâåðíóòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîâîðîòàì ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü
ãëàâíûõ îñåé ñèñòåìû íà óãëû θ, ϕ, ψ ñîîòâåòñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Û(n). Òîãäà, òîìî-
ãðàììà êóáèòà â ïîâåðíóòîé ñèñòåìå èìååò âèä

w(m, Û) = 〈m|Û †ρ̂Û |m〉 = 〈m|(Û Û0)†ρ̂d(Û Û0)|m〉, m = ±1

2
(3.1.5)

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ ρ̂d è Û0 âûøå, äëÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â ïîâåð-
íóòîé ñèñòåìå ïîëó÷àåì 

w(1
2
, Û) = |(Û Û0)11|2ρ1 + |(Û Û0)12|2ρ2

w(−1
2
, Û) = |(Û Û0)21|2ρ1 + |(Û Û0)22|2ρ2

(3.1.6)

Îáîçíà÷èì V̂ = Û Û0 è ââåäåì áèñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó

M̂ =

(
|v11|2 |v12|2
|v21|2 |v22|2

)
(3.1.7)

è ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð

−→ρ =

(
ρ1

ρ2

)
(3.1.8)

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îáîçíà÷åíèé âûðàæåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ïîâåðíóòîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ïðèìåò ïðîñòóþ ôîðìó

−→w (Û) = M̂(Û Û0)−→ρ (3.1.9)

Îïåðàòîð M̂ âûïîëíÿåò ôóíêöèþ "ñãëàæèâàíèÿ"èñõîäíîãî "îñòðîãî"ðàñïðåäåëåíèÿ −→ρ .
Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå òî÷êè íà ñèìïëåêñå ñíèçó è ââåðõ âñåãäà ïðîèñõî-
äèò â ñòîðîíó åå ñåðåäèíû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ ýíòðîïèè. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòñÿ
è íåïîñðåäñòâåííî, íàïèñàâ äëÿ êàêîãî-íèáóäü ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ −→p
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{
p1 = m11ρ1 +m12ρ2

p1 = m21ρ1 +m22ρ2
(3.1.10)

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè ìàòðèöû M̂ è âåêòîðà −→ρ , èìååì

p1 − ρ1 = 2(1−m11)(
1

2
− ρ1) > 0 (3.1.11)

îòñþäà, íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ (3.1.) ïîëó÷àåì îæèäàåìûé ðåçóëüòàò

p1 > ρ1 (3.1.12)

Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì òàêæå

p2 < ρ2 (3.1.13)

Ââåäåì òàê íàçûâàåìóþ òîììîãðàôè÷åñêóþ ýíòðîïèþ äëÿ êóáèòà

H(Û) = w(
1

2
, Û) lnw(

1

2
, Û) + w(−1

2
, Û) lnw(−1

2
, Û) (3.1.14)

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî òîììîãðàôè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ ìîæåò äîñòè÷ü ìèíèìó-
ìà òîëüêî íà îòîáðàæåíèè Û = Û−1

0 , ïîñêîëüêó îíî ñîîòâåòñòâóåò ñàìîìó îñòðîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ âåðîÿòíîñòè −→w (Û−1

0 ) = −→ρ . Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî áûòü

H(Û) = w(
1

2
, Û) lnw(

1

2
, Û) + w(−1

2
, Û) lnw(−1

2
, Û) ≤ F (3.1.15)

ãäå

F = −Trρ̂ ln ρ̂ = −ρ1 ln ρ1 − ρ2 ln ρ2 (3.1.16)

ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà.
Ýòî óòâåðæäåíèå ôîðìóëèðóþò â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû: Ýíòðîïèÿ êâàíòîâîãî ñîñòî-

ÿíèÿ êóáèòà (Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì òîììîãðàôè÷åñêîé ýíòðî-
ïèè. ßñíî, ÷òî ýòó òåîðåìó ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ðàñïðîñòðàíèòü è íàä ïðîèçâîëüíûìè
êóäèòàìè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàïèñàòü îïåðàòîð ïëîòíîñòè êóäèòà â âèäå

ρ̂2j+1,2j+1 = Û0ρ̂dÛ
†
0 (3.1.17)

Ñòîõàñòè÷åñêèé âåêòîð −→ρ ìèíèìèçèðóþùåé òîììîãðàôè÷åñêóþ ýíòðîïèþ ïðåäñòàâèòñÿ â
âèäå d-ìåðíîãî ñòîëáöà

−→ρ =


ρ1

ρ2

. . .
ρd

 (3.1.18)

è ìèíèìóì òîììîãðàôè÷åñêîé ýíòðîïèè áóäåò ðàâåí

minH = S = −
d∑

k=1

ρk ln ρk (3.1.19)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Cmn = m · n (3.1.20)
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w(
1

2
, Û) = ρ11 cos2 β

2
− ρ22 sin2 β

2
− ρ21 cos β cosα

w(
1

2
, Û) = ρ11 − ρ21 cos β cosα− sin2 β

2
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3.2 Îòâåòû íà Âîïðîñû è çàäà÷è
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Ïðèëîæåíèå II. Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêîé è

êâàíòîâîé ìåõàíèê
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